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AL LETTORE 



II più importante ramo della Matematica è senza dub- 
bio quello che, traendo profitto dal semplice fatto della 
possibilità di rendere i numeri grandi o piccoli quanto si 
vuole , fonda sulle loro mutue relazioni quell' insieme di 
procedimenti analitici, che hanno tanta efficacia per lo stu- 
dio degli enti geometrici e dei fenomeni naturali più sva- 
riati. Sono siffatti procedimenti che costituiscono il Calcolo 
infinitesimale, ed io mi propongo di svolgerli elementar- 
mente, per uso della mia scuola, senza allontanarmi troppo 
dal programma seguito, per varii anni, da G. Battaghni, 
mio illustre predecessore e Maestro. Abbonderò dunque 
alquanto nelle applicazioni, sopratutto in quelle d'indole 
geometrica, e m'imporrò invece, a malincuore, la massima 
sobrietà nell'esposizione dei principii; dei quali, d'altronde, 
il lettore potrà fare un più ampio studio in eccellenti opere 
italiane, quali sono i corsi di Calcolo o Analisi infinilesìmale 
del Dini, del Genocchi, del Peano, e la magistrale opera 
del Dini: « Fondamenti per la teorica delle funzioni di varia- 
bili reali » . 

Nella stampa di queste lezioni il mio amico D.' Alfredo 
Perna, professore nella Scuola normale di Lecco, mi ha 
gentilmente ajutato, disegnando le figure o correggendo le 
bozze; ed io lo ringrazio di cuore. 

Napoli, 15 Giugno 1897. 

E.C. 



TEORIE FONDAMENTALI 



I. LE FUNZIONI. 



x»l.m.e sroaslosTl. 



1. L* infinito non ò un numero. Chi si accinge a studiare il Calcolo infi- 
nitesimale deve mettersi in mente che le parole numero infinito son prive 
di senso, giacché il numero è, per sé stesso, essenzialmente finito. II con- 
cetto deir infinito sta semplicemente in ciò *) che, fissato un numero, ci è 
sempre dato di poterne pensare uno più grande. In altri termini T infinito 
non misura uno siato di grandezza attualmente posseduto da qualche nu- 
mero, ma consiste unicamente nel modo di diventare d*una quantità varia- 
bile, che non trovi limite alcuno neir ingrandirsi. Rifuggire da considera- 
zioni metafisiche nello stabilire i concetti fondamentali, ed abituarsi a non 
adoperar mai una parola o un simbolo, che non siano stati prima definiti nel 
modo più preciso, sono condizioni indispensabili per intender bene il Calcolo 
infinitesimale. 

2. Variabile indipendente. Quando e* imbattiamo in una quantità 
variabile x, alla quale sia lecito assegnare quel valore che più ci piace, noi 
la chiamiamo variabile indipendente. L'insieme dei valori di a;, compresi 
fra due numeri, a e 6, si chiama intervallo, e si rappresenta con (a,&). 
Questi numeri sono gli esfremi dell'intervallo, e, qualora non si dichiari 
esplicitamente il contrario, essi debbono essere considerati come apparte- 
nenti all'intervallo stesso; il più piccolo dicesi estremo inferiore y l'altro 
rsircmo superiore, e la loro differenza assoluta misura la grandezza delVin- 
trrvallo. Per esprimere che un fatto qualsiasi avviene in un intervallo, j)2C- 



*) Si legga, in proposito, la terza delle n sept legons de physique generale ì) diCauchy. 
Cosi» del resto, intendeva Tinfinito Leibnitz, uno dei fondatori del Calcolo. Vedi il « Résumé 
d\f Coxtrs d'Analyse hifinitésimaìe de V Vnirersité de Gand » di P. Man sion , p. 220. 
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colo quanto si vuolr,^ di cui x b Testromo inferiore o superiore, si dice 
che ha luogo, rispottivamento, a destra o a sinistra di x; si dice poi che 
avviene intorno ad x quando si verifica tanto a destra quanto a sinistra, 
senza tuttavia escludere che possa talvolta aver luogo da un lato solo di x. 
Può anche darsi che si debba invece considerare un intervallo grande 
quanto si vuole: ciò accade quando uno degli estremi è, nel senso già di- 
chiarato, infinito in valore assoluto. Così (a,oo) va inteso come un inter- 
vallo (a,&), in cui sia lecito assegnare a b valori arbitrariamente grandi, 
ed è, per conseguenza, costituito da tutti i numeri non minori di a, come 
(—00,6) da tutti quelli che non superano 6. 

3. Funzione. Si chiama funzione ogni quantità j/, vincolata alla 
variabile indipendente x in modo che a ciascun valore di x corrisponda 
uno ed un sol valore di y. Questa dipendenza si suolo esprimere scrivendo 
y=zf{x)^ dove il simbolo /'può rappresentare un complesso di operazioni 
conosciute da eseguire su x per ottenere y , ma più generalmente accenna 
soltanto al vincolo posto fra le due quantità, senza nemmeno supporre la 
possibilità di operazioni che permettano di dedurre il valore di y da quello 
di X. Evidentemente, se la corrispondenza fra x ed y è univoca, se cioè non 
corrisponde che un sol valore di x b, ciascun valore di y , si può scegliere y 
come variabile indipendente, ed allora x=g(y)^ vale a dire che x è fun- 
zione di y; e le funzioni rappresentate dai simboli f e g si dicono inverse 
l'una dell'altra. Immaginate, per maggior chiarezza ^ come dipendenti da 
una stessa variabile t, le funzioni f(t) e g{t) sono tali, in virtù della defi- 
nizione, che f(g(t)) e gif{t)) si riducono identicamente a t 

4. Esempii: a) La più semplice funzione di x h quella che si definisce irnpo- 
nendole T obbligo di conservare, qualunque sia a;, un dato valore, per esempio 
y = l. Scrivendo y.= a?, j/ = a;',..., o, più generalmente, y uguale ad un poli- 
nomio in 0?, si definiscono altrettante funzioni di a?, a noi ben note per lo studio 
che ne abbiamo già fatto in Àlgebra. Conosciamo anzi, più generalmente ancora, 
le funzioni razionali, sempre riducibili al quoziente di due polinomii t^{x) e ^(^); 
ma, se si vuole che la funzione y'=^{x)\^{x) sia definita in tutto un intervallo, 
in cui cade qualche radice di ^(x), bisogna dichiarare quaVè il valore che s'in- 
tende attribuirle in corrispondenza a ciascuna radice. Così, per esempio, le funzioni 

1 a« 

X X 

non si possono considerare come definite in tutto un intervallo, che racchiude lo 
zero, se non a patto di aggiungere che ciascuna di esse prende, per a?=:0, un dato 
valore, che si può d'altronde assegnare a piacimento. Si noti infatti che i risultati 

— e 77» ottenuti col porre a?=0 nei secondi membri delle precedenti uguaglian- 
ze, san privi di significato, perchè mai, in Aritmetica o in Algebra, si è 
definito il quoziente di due numeri , senza supporre divèrso da zero il divisore. Si 
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potrebbe dare a quei simboli un significato, ma ciò non è necessario. Ad ogni modo 

bisogna ben guardarsi dai dire, come si fa comunemente, che -^ ò infinito^ e — 

indeterminato: ciò non avrebbe alcun senso. Voler fissare un numero, ed in pari 
tempo pretendere che varii per assumere valori arbitrariamente grandi , o attri- 
buirgli addirittura tutti ì valori possibili, è impresa da matti. Eppure son queste 
stranezze il miglior fondamento delle critiche, che infecondi filosofi *) non si stan- 
cano di rivolgere al calcolo infinitesimale! 

b) La funzione a? h identica alla propria inversa, ed altrettanto si può dire 

della funzione i cui valori sono per 07 = 0, ed — per o^^O, diguisachè go- 
dono entrambe della proprietÀ f(f(x)) = x. Se si tenta 1* inversione di y=^x* si 
vede subito che y può ben esser presa come variabile indipendente, purchò ci li- 
mitiamo a considerarla nell' intervallo (0 , oo) ; ma, in corrispondenza a ciascun nu« 
mero di quest'intervallo, escluso T estremo inferiore, si trovano due valori di os^ 
cioò Yy e — Yy. Adunque la ricerca della funzione inversa di /* fornisce due 
funzioni, Y^ ^ — Y^y ^^ anche infinite altre se si conviene di prendere, per cia- 
scun valore di t^ ora l'uno ora l'altro valore della sua radice quadrata. Per mag- 
gior chiarezza e precisione nello stabilire le proprietà fondamentali delle funzioni 
è conveniente non dipartirsi mai dalla definizione data nel §3, ed in conseguenza 
riguardare come distinte le funzioni Y^ ^ — Y^ì quantunque nel seguito degli 
atndii matematici convenga invece , ed anzi sia estremamente utile considerarle 
come costituenti una funzione unica y estendendo cosi il concetto di funzione in 
guisa che ad una funzione di x sia anche dato assumere, per ciascun valore di a?, 
due più valori, ed anche infiniti, soggetti ad una legge ben definita. 

e) Ci sono anche note dall'algebra le funzioni log^ ed eT (più general- 
mente Logo;, ossia logaritmo di x in base a, ed a'), la prima delie quali ò 
definita soltanto per valori positivi di a?, ed è inversa dell'altra. In trigonometria, 
poi, sono state studiate le funzioni seno?, cosrv, ìgx, dette funzioni circolari, delle 
quali l'ultima deve ritenersi come priva di significato tutte le volte che x an- 

nulla coso;, quantunque spesso si scriva tg-~ = oo; ma, naturalmente, questa 

uguaglianza non ha che un senso convenzionale, del quale si discorrerà più oltre. 
Hanno molta importanza le funzioni che nascono dall'inversione delle tre funzioni 
precedenti. Per y = co8a? non esiste funzione inversa fintantoché non si conviene 
di scegliere fra gli infiniti archi x, che hanno il coseno y , il più piccolo arco non 
negativo, che si rappresenta con arccosy. Similmente si suole definire arcsenj/ 
ed arctgy, funzioni inverse di y=sena7 e di y = tga?, convenendo di far cor- 
rispondere a ciascun valore del seno o della tangente y quell'arco a?, che in va- 
lore assoluto non supera Vs^* ^^ seguito a tali definizioni si ha sempre 

— V«^^^rcsena?<7»''^ » O^arccosaj^ir ; 
quindi, essendo 

cos(VsW — arcsena?)=sen(arcsena;) = aj , O^'/j-re — arcsena?<« , 



*) Degni piuttosto di a nomi risibili... Il filosofo moderno si chiama Darwin, Helmholtz, 
Thomson,. . . » {Discorso delprof. Cremona in Senato^ Ì5 die, 1886), 

2 
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81 è in diritto di rappresentare y^fr — arcsena? con arccos^r, vale a dire che 

arc8ena:4-arccosi»= Vi^ • 

Il lettore troverà da sé le altre relazioni che intercedono fra i simboli arcsen^ 
arccos^ arctg, avendo cura di tener sempre presenti le limitazioni imposte dalla 
definizione dei simboli stessi, senza di che è assai facile cadere in errore. Per con- 
vincersi di ciò basta osservare che la formola 

uA-v 

arctgu4-arctgt? = arctg ; , 

1 — uv 

equivalente ad una nota formola trigonometrica, non è esatta se non per uv<^ì : 
quando uv supera 1 bisogna aggiungere o sottrarre ir al secondo membro, se- 
condo che il comune segno dì u e v è -{- o — . 

d) Quando si conviene di attribuire ad y il valore o il valore 1 secondo 
che X è razionale o irrazionale, si definisce una funzione di a?, che non si presta 
in alcun modo air inversione. Altrettanto si può dire della funzione definita dal- 
Tobbligo di conservarsi uguale ad 1 per tutti i valori positivi di a?, a — 1 per 
tutti i valori negativi, e di essere per af = 0. Questa notevole funzione s'incon- 
tra frequentemente nelle ricerche aritmologiche di Kronecker *), il quale la 
rappresenta col simbolo sgno?, che si legge signumx. À prima vista non sembra 
possibile esprimerla mediante i simboli funzionali già noti; ma invece ò facile tro- 
varne varie espressioni, sopratutto se si adopera T operazione lim^ quale si h stu- 
diata in Algebra, cioè il passaggio al limite nell* ipotesi che un numero intero n 
vada crescendo indefinitamente. Infatti si ha 

sgna?=:lim -^~ — ^:^ , sgna?r= — limarctgna: . 
Del resto, senza far uso deiroperazione lim^ se si conviene che la funzione arctg — , 

X 

priva di significato per a; = 0| valga per questo valóre di a?, è facile vedere 
che si ha 
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sgn x=i — ( are tgo? 4- arctg — ) 
ti: \ X J ' 



Un'altra funzione, strettamente legata alla precedente, i definita dalla condizione 
di mantenersi uguale al valore assoluto della variabile. Si è soliti rappresentarla 
con \x\. Evidentemente |a?| = a7sgnd7. Finalmente la funzione 

y = lira sgn (sen* n ! ira?) 

ò appunto quella che abbiamo definita in principio, perchè, se x è razionale^ n\x 
finisce per diventare e rimanere, crescendo n, un numero intero, dimodoché 
y=i::sgnO = 0: ciò non accade mai quando x ò irrazionale ^ sen'nliro? si con- 
serva positivo, e però y = 1, 

e) La frequenza y della cifra tra le cifre decimali di x ò una interes- 
sante funzione di a;, che noi rappresenteremo sempre con ra{x) per distinguerla, 
in seguito, quando avremo occasione di addurla in esempio. In altri termini, se 



*) k BeioeU des Reciprocitatsgeseues far die quadratischen Reste ». 
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fra le prime n cifre decimali del valore attribuito ad x g* incontrano m zeri, e 
se il rapporto di m ad n tende ad un limite, quando n cresce indefinitamente, è 
questo limite che noi conveniamo di assumere come valore di y , corrispondente 
al dato valore di x. Questa y=ci(a?) non ammette funzione inversa^ e ciò non 
perchò non si possa (come nelle funzioni definite in ultimo luogo) assumere y a 
variabile indipendente, ma perchè ad ogni valore di y corrispondono infiniti va- 
lori di asy fra i quali non si riesce ad isolarne uno, come si ò potuto fare per le 
funzioni circolari inverse. Infatti, fissato il numero positivo h, piccolo quanto si 
vuole, prendiamo v sufficientemente grande perchè sia 10*> 1:A, e chiamiamo 
x' — a il numero che si ottiene sopprimendo in a? — a tutte le cifre che stanno 
alla destra della v*"*" decimale. Evidentemente \x — x\ </i, e d'altra parte, poi- 
ché Taddizione di x — a ad a modifica soltanto un numero limitato di cifre, ò 
chiaro che o(a?') = cr(a). Dunque il valore che la funzione prende per un valore 
qualunque a, attribuito ad a?, si ripresenta infinite volte intorno a qualunque altro 
valore di x. Inoltre si noti che si può far variare m insieme ad n in modo che 
min non tenda ad alcun limite, e costruire cosi un numero a, tale che non esi- 
sta C7(a). Dalla dimostrazione precedente risulta che avviene altrettanto intorno 
ad ogni altro valore di a?, vale a dire che in qualunque intervallo, per piccolo 
che sia, la funzione cj(x) , per infiniti valori di x , non è definita, 
f) Le serie ci forniscono altri esempii di funzioni. Così, ponendo 

y = a? — 7,07» + 730?' — ..., 

si definisce la funzione y nelf intervallo ( — 1,1), escluso T estremo inferiore, 
nel quale intervallo è noto *) che y assume gli stessi valori dell' a//ra funzione 
log(l-|-a;), definita in tutto T intervallo ( — 1,op), escluso sempre l'estremo in- 
feriore. L'eguaglianza 



F(a?) = sen 2*:zx + 7» ^en A*:zx ■\- y^ sen &!:x -f- • 



definisce F(^) per tutti i valori di a?, ed è utile sapere che questa funzione si 
può esprimere mediante altre due, semplicissime, cioò [a;J, massimo intero con* 
tenuto in x^ e sgnx. Si riesce infatti con mezzi elementari **) a dimostrare che 

-F(x) = Bgn{x^[x])^2(x^[x]) , 
o, se si vuole, 

-~F(x) = p(^x)^p(x) , 

rappresentando con p(x) l'eccesso di x sul massimo intero contenuto in a?, cioò 
X — [a?]. In particolare se ne deduce che nell'intervallo (0,29r), esclusi gli e^ 
stremi^ è vera la formola seguente, che ci sarà utile: 

sena?+ 7«8®"2^+V8sen3a? -}-•.•= 7t(^ — ^) • 



*} Cesare : « Analisi algebrica » p. 121. 

^*)Pring8heìm:«( Mathematische Annalen » voi. 26, p* 193. Per la rappresentazione delle 
fuDziODi con serie trigonometriche il lettore potrà, terminato questo corso, studiare T opera del 
Dini: a. Serie di Fourier e altre rappresentazioni analitiche delle funiioni di una varia- 
bile reale ». 
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g) Ma, come si è detto, non & necesearìo che y si sappia o soltanto si possa 
esprimere con simboli analitici, rappresentanti operazioni note da eseguire su x\ 
basta che, in un modo qualsiasi, la conoscenza di ciascun valore di x determini un 
valore di y, per poter affermare che y è funzione di x. Per esempio la solubi- 
lità d'un sale, la tensione ed il calorico latente del vapore acqueo sono funzioni 
delia temperatura. La più importante funzione d*una variabile indipendente, (^ice 
Thomson, è forse, a Liverpool, W prezzo del cotone^ quantunque non si riesca a 
scorgere alcun legame analitico fra questo prezzo ed il tempo , computato a par- 
tire da un istante arbitrario. Altre funzioni del tempo sono: il tempo stesso, quale 
risulta dalle indicazioni d*un pessimo orologio; la temperatura in un dato punto 
dello spazio, o quella che vien segnata da un dato termometro, e che si lascia rap- 
presentare *\ in media ed approssimativamente, mercè le funzioni circolari ; ecc. 
Per tutte queste funzioni non esiste funzione inversa. Come si potrebbe, infatti, 
asserire che il tempo è funzione della temperatura? Ma la più meravigliosa fun- 
zione del tempo è senza dubbio la pressione delParia sul timpano **): immaginan- 
dola costruita, per esempio, merco T audizione d*un pezzo di musica, eseguito da 
un'orchestra, per quanto i suoni di questa siano complicati, o bruschi , o discordi , 
e si sovrappongano ad altri, basterebbe la sua conoscenza per poter fedelmente ri- 
produrre IMnsieme dei suoni uditi, e per avere anche indicazioni estranee alla ef- 
fettiva percezione del suono ^**). 

5. Un insieme di numeri si dice finito se i numeri che lo costituiscono 
appartengono ad un intervallo finito. Evidentemente un tale intervallo (a, 6) 
si può rendere grande quanto si vuole, facendo diminuire a e crescere 6, 
senza che cessi di contenere tutti i numeri dell'insieme; ma non è possibile 
renderlo piccolo ad arbitrio. Quando a va crescendo e b diminuendo può 
darsi (e più oltre si vedrà che ciò avviene sempre) che si finisca per incon- 
trare due numeri X e p., tali che nell* intervallo (X,p.) cada, come in (a,ò), 
ogni numero dell* insieme, ma che, per guanto poco si faccia ancora crescere 
X. diminuire p., il nuovo intervallo non contiene più tutti quei numeri. Or- 
bene gli estremi di questo minimo intervallo (X.,p.) si chiamano limite infe- 
fiore e limite superiore dell'insieme che si considera, o si possono definire 
cosi: il limite inferiore (superiore) d?un insieme di numeri è il massimo (mi- 
nimo) fra i numeri non maggiori (minori) di alcun numero delV insieme. 
Ciascuno di questi limiti non appartiene sempre all'insieme dato; ma è chia- 
ro che, se ciò accade, esso è il minimo o il massimo numero dell' insieme. 
Viceversa, quando un tal minimo (o un tal massimo) esiste, esso è necessa- 
riamente il limite inferiore (o il limite superiore) dell' insieme che si consi- 
dera. Cosi, preso un numero positivo g, minore di 1, l' insieme dei numeri 
1,$, 9*, $',... ha come limiti ed 1; ma, mentre 1 è il massimo, non si 
può chiamare minimo, perchè non sta fra ì numeri dati. Similmente l'insie- 



*) Lia gre: « Calcul dea prohabilités ì> p. 288. 

**) Duhem: a Cours dephysique mathématique n (autogr. t. II, p. 280). 
***) Thomson: a Conférences scienti fiques et allocutions rt p. 178 (con nota di Brìllouin 
in fondo alla pag. 180). 
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me dei numeri razionali, appartenenti air intervallo (0,ir), ha come limiti 
gli estremi dell' intervallo; ma è il minimo numero dell' insieme conside- 
rato, mentre ir, limite superiore, non si può chiamare massimo, perchè non 
è un numero razionale. 

6. Una funzione si dice finita in un dato intervallo quando è finito l'in- 
sieme dei valori che essa prende nell'intervallo stesso; ed i limiti di questo 
insieme si chiamano limiti (interiore e superiore) della funzione. In altri 
termini il limite Inferiore d'una funzione, in un dato intervallo, è caratteriz- 
zato dalla doppia proprietà di non superare alcun valore della funzione, e di 
esser tale che ogni numero superiore ad esso è anche superiore a qualche 
valore della funzione; ed analogamente il limite superiore, non superato da 
alcun valore della funzione , è tale che ogni numero inferiore ad esso è su- 
perato da qualche valore della funzione. Questi limiti possono dirsi minimo 
e massimo sol quando la funzione li raggiunga effettivamente nell' inter- 
vallo che si considera. Così, per esempio, la funzione sena: è finita in qua- 
lunque intervallo, e vi ammette sempre un minimo ed un massimo, che sono 
— 1 e +1 quando l'intervallo non è minore di 2ir. È anche finita la fun- 
zione X — [a;], che in ogni intervallo non minore di 1 assume il valore mi- 
nimo 0, ma è priva di massimo, perchè 1 , limite superiore, non è un valore 
che la funzione raggiunge. Invece la funzione che per x^O è espressa da 

— , e per x = è uguale a 0, non è finita negli intervalli che racchiudo- 

00 

no 0, perchè, dato l arbitrariamente grande, è sempre possibile trovare va- 
lori della funzione superiori ad 2 o inferiori a — l: basta prendere x infe- 
riore ad y in valore assoluto. Una funzione può anche essere finita in un 

senso, e non essere finita nel senso opposto, come, per esempio, non è finita 
la funzione espressa dal quadrato della precedente, in ogni intervallo che 

racchiude zero; come nooi è finita é^ quando nell'intervallo che si conside- 
ra, escluso l'estremo superiore, è contenuto lo zero; ecc. Queste funzioni non 
sono finite, in quanto che son prive di limite superiore, mentre ammettono 
in qualunque intervallo un valor minimo. 

7. Lemma I. Ogni criterio, che permette di scomporre V insieme di 
tutti i numeri in due classi, tali che i numeri d'una classe siano inferiori a 
quelli delPaltra, individua un numero, massimo nella classe inferiore o mi- 
nimo nella classe superiore. 

Prendiamo infatti un numero a nella classe inferiore, un numero b 
nella classe superiore, e spezziamo in due l'intervallo (a,&) mediante il nu- 
mero c=%(a + 6). Secondo che questo appartiene alla classe inferiore o 
alla classe superiore, consideriamo l'intervallo (e, 6) o (a^c)^ che rappre- 
senteremo sempre con (a, ,6|), dimodoché si ha, nel primo caso, a^=^c'>a^ 
6, = 6, e nel secondo a^^=^a, b^ = c<C,b. In entrambi i casi 
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Come dair intervallo (a, 6) si è dedotto (^i ,&j), cosi da questo si può nello 
stesso modo dedurre un intervallo (a,,&,), poi (a,, 63), ecc.^ e seguitando 
si perviene ad un (a^^h^^ che si trova sempre, qualunque sia n, nelle iden- 
tiche condizioni di (a,ò), in quanto che il suo estremo inferiore appartiene 
alla classe inferiore, ed il superiore alla classe superiore. Intanto si ha 



e si vede che i numeri a„, mantenendosi inferiori a 6, vanno crescendo con 
n, si serbano costanti. Essi tendono dunque ad un limito 4, al quale ten- 
dono anche i numeri 6^, perchè, crescendo n all'infinito, 

lim(d^— aJ = lim-^ = , limè„ = linfla^ + lim(5^— «J = è . 

Orbene e questo 4 il numero individuato dalle due classi. Fissato ad arbi- 
trio a:<4, siccome lima^ = 4, si deve poter prendere n sufficientemente 
grande affinchè sia a„>^, e però x appartiene, come a„, alla classe in- 
feriore, e nello stesso modo si dimostra che ogni numero maggiore di i ap- 
partiene alla classe superiore. Intanto 4 sta necessariamente in una delle 
due classi , poiché abbiamo supposto che tutti i numeri siano stati classifi- 
cati; ed è chiaro che« in quella classe che lo racchiude, esso è il massimo o 
il minimo numero, giacché per poco che se ne aumenti se ne diminuisca 
il valore si cade nell'altra classe. 

8. Lemma II. Ogni insieme finito, costituito da infiniti numeri , rac- 
chiude almeno un numero, intorno al quale cadono infiniti numeri dell'in- 
sieme stesso. 

Infatti, se dividiamo in due, come nel paragrafo precedente, l'inter- 
vallo (a, 6), che racchiude tutti i numeri dell' insieme, è chiaro che in uno 
almeno dei due intervalli parziali cadono ancora infiniti numeri dell'insie- 
me. Un tale intervallo, metà del precedente, si rappresenti con (a^ , ft^) , e 
da esso analogamente si deduca una successione di intervalli (a^tK), i cui 
estremi tendono, come si è visto, ad un comune limite 4. Ora, fissato il nu- 
mero positivo A, si deve poter trovare un numero n sufficientemente gran- 
de perchè sia a„>4— A, e simultaneamente b^K^ + h. Così l'intervallo 
(o«f6n) è contenuto in (4 — /* , 4 + A), e però in questo cadono, come in 
{(^n^K)y infiniti numeri dell'insieme, e ciò per valori di h piccoli quanto si 
vuole. 

9. Teorema I. Se una funzione è finita in un intervallo, essa vi am^ 
mette sempre il limite inferiore ed il limite superiore. 

Poniamo in una classe, che diremo inferiore, tutti i numeri che non son 
maggiori di alcun valore della funzione , e nell' altra quelli che superano 
qualche valore della funzione. Ogni numero a della classe inferiore è infe-* 
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rìore a qualunque numero b della classe superiore, giacché, per dire che b 
appartiene a questa classe, è necessario che la funzione prenda almeno 
un valore ^o n^ìnore di ò , ed' altra parte, non potendo a superare y^ , 
è ^e^o <^^' ^^ classifica cosi fatta di tutti ì numeri definisce, in virtù del 
primo lemma, un numero A.. Intanto non può esistere nella classe superiore 
un numero b più piccalo di tutti gli altri, perchè ogni numero &', tale che 
y^ <ò' <&, appartiene alla stessa classe* Dunque X è massimo nella classe 
inferiore, cioè massimo fra i numeri fwn maggiori di alcun valore della fun- 
zione: esso è dunque il limite inferiore. Nello stesso modo si dimostra resi- 
stenza del li:nite superiore. Evidentemente il teorema vale per qualunque 
insieme finito di numeri. 

10. Teorema II. Se una funzione è finita intorno a tutti i numeri di 
un intervallo finito, essa è finita nelV intervallo. 

i'rocedendo per assurdo dimostreremo che , se la funzione non è finita 
nei* intervallo dato , esiste in questo almeno un numero , intorno al quale 
e^sa non è finita. Negando che la funzione sia finita si afferma la possibilità 
Ji trovare, fra i valori che la funzione assume neir intervallo che si consi- 
dera, almeno un valore ^i superiore ad un numero l^ , arbitrariamente pre- 
stabilito, e quindi anche un valore y^ superiore ad un numero arbitrario {,, 
maggiore di yi ; e cosi di seguito, indefinitamente, avendo cura di costruire, 
i numeri 7| , Z,)2^,.*« in modo che vadano crescendo oltre ogni limite. I va- 
lori yii^t^^a*"- ^^^^^ funzione corrispondono a valori x^.x^^x^^... della 
variabile indipendente, tutti differenti fra loro e per conseguenza in numero 
infinito. Questi appartengono ad un intervallo finito, e però, in virtù del se- 
condo lemma, ve ne sono infiniti intorno ad uno o più numeri dell' interval- 
lo: sia 4 un tal numero. Fissiamo h positivo ed arbitrariamente piccolo, e 
dimostriamo che nell'intervallo (è— A , 4+A) la funzione può superare 
qualunque numero 2, grande quanto si vuole. Infatti , se si prende v suffi- 
cientemente grande perchè sia ln'>l P^^^ ogni n>v, e se si osserva che nella 
successione ^vMi^vft'^vfS**** sì deve sempre finire per incontrare un nume- 
ro x^ appartenente all'intervallo (4 — * ,4+A), si vede subito che in que- 
sto la funzione prende il valore yn> ^n> ^« 

11. Teorema III (primo di Weierstrass). Se una funzione è finita 
in un intervallo finito, questo racchiude almeno un nufnero, intorno al quale 
la funzione ha gli stessi limiti, inferiore e superiore, che ammette nell'in- 
iervallo dato. 

Possiamo limitarci a dimostrare il teorema per un solo dei limiti : sia, 
per esempio, il limite inferiore X. Se questo è un minimo , esiste, nell'inter- 
vallo (a,&) che j9Ì considera, almeno un numero 4, per cui si ha /'(4) = X, 
ed è chiaro che intorno a 4 il numero X è sempre il minimo valore della 
funzione. Se X non è un minimo, ciò vuol dire che f(x)—'k si conserva 
sempre positiva in (a,&), ma può prendere valori piccoli quanto si vuole, 
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d'onde segue che la funzione 

è definita in tatto queir intervallo, ma non è ftmUa. Esiste dunque in (a, 6) 
un numero 4* intorno al quale <f(x) non è finita, "mie a dire che, dato un 
numero l, grande quanto si vuole, si riuscirà senjy^re a trovare nell'in- 
tervallo (è— A, 4+ A), arbitrariamente pìccolo, un n^omero x^, tale che 
9(^0) >^ conseguentemente A^oX^+yi cioè f(x^} "'inferiore ad un 
numero maggiore di X, ma vicino a X quanto ci piace. Dunque inV4— A,4+A), 
come in (a , &) , il numero X è il massimo fra quelli che non superano alcun 
valore della funzione. 

12. Si dice che i valori di f(x) , a destra di a , tendono al limite^^ ; , 

quando, tendendo a; ad a per valori decrescenti, la differenza f(x) — { Ij. 

nisce per diventare e restare inferiore, in valore assoluto, a qualsiasi nu . 

mero positivo. In termini più espliciti, si dice che f(x) ha per limite I, a 

destra di a, e si scrive 

lina f(x) = l , 

quando ad ogni numero positivo e, arbitrariamente piccolo, corrisponde un 
numero positivo A, tale che per ogni valore di a;, appartenente ali* inter- 
vallo (afa + h), escluso l'estremo inferiore, sia 

\f(x)^l\<z. (1) 

Similmente si dice che f(x) ha per limite Z, a sinistra di a, e si scrive 

Hm /•(a^)=Z , 

quando ad ogni numero e>0 corrisponde un numero A>0, tale che sia 
vera la (1) per tutti i valori di x non inferiori ad a — A, ma inferiori ad a. 
Quando poi si scrive, come avviene comunemente, 

\ìmf(x) = l , 

si vuole affermare che i limiti di f(x)^ a destra ed a sinistra di a, esisto- 
no, coincidono e sono uguali ad l Solo per brevità si usa scrivere e dire che 
f(x) tende ad { per x=a', ma è sottinteso che x deve assumere tutti i va- 
lori infinitamente prossimi ad a, escluso precisamente il valore a. Insonn- 
ma non bisogna confondere i valori destro e sinistro, f{a + 0) ed f(a — 0) , 
che una funzione tende ad avere in a, col valore f(a) che essa prende ef-^ 
fettivamente per x = a. 

13. Si dice poi che, per x infinito, f(x) tende ad un limite l, quando 
ad ogni numero positivo e corrisponde un numero 4» tale che per a;> 4 sia 
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sempre'vera la (1). Si dice che, per x tendente ad a, a destra o pure a si- 
nistra, i valori di f(x) crescono oltre ogni limite (o tendono air infinito), e 
si conviene di scrivere 

lim f(x)z=X) , lim ffcs) ^=00 , 

quando ad ogni numero Z, arbitrariamente grande, corrisponde un numero 
positivo /*, tale che nel!' intervallo (a^a-j-A), in (a — A, a), escluso l'e- 
stremo a, sia sempre /'(^)> h In modo analogo si definisce la tendenza al- 
l'infinito negativo. Si dice finalmente che, per x infinito, f{x) cresce oltre 
ogni limite, e si conviene di scrivere 

lim f{pc):=r^ , 

quando ad ogni numero Z, arbitrariamente grande, corrisponde un numero 
4, tale che per a;>è sia sempre f{x)^ i. Per poco che vi si rifletta è fa- 
cile convincersi che tutte queste definizioni sono informate ad un principio 
unico. Qui è bene osservare che spesso, invece di affeimare che una funzione 
cresco indefinitamente quando x tende ad a, che tende ad un limite l 
quando x cresce indefinitamente, si dice che la funzione è infinita per a;=a, 
o che, 'j^er x infinito^ ha il valore h Sono locuzioni puramente convenziona- 
li, che hanno la loro utilità, e che non possono dar luogo ad inconvenienti 
quando se ne sia dichiarato, una volta per tutte, il significato preciso. Ed in 
corrispondenza a quel modo di esprimersi si usa scrivere 

/•(«) = oo. o /'(oo) = ^. 

Cosi diventa lecito definire {cfr. %i,c)) arctga? nel modo stesso di arcsena:, 
senza escludere i valori ifcVa^» altrimenti sarebbero prive di significato le 

IT 

Uguaglianze are tg(± 00)= ±7 j^, come Taltra tg — =00: in questa, vera- 
mente, si sottintende qualche cosa di più, cioè che nel primo membro va 
messo Va^ — per Va^i giacché si ha tg(V,'jr±0) = =f:oo. 

14. Con dimostrazioni identiche a quelle che sono state adoperate in 
Algebra, nel caso d'una variabile intera, si stabiliscono le seguenti proprie- 
tà. Una funzione che assume, al crescere di x, valori tali, che nessuno sia 
più piccolo d' un valore precedente, deve, per x infinito, tendere ad un li- 
mite finito infinito, perchè ad una simile funzione basta diventare mag- 
giore d'un numero fisso per restar poi tale quando x cresce. Se una funzione 
è compresa fra altre due che tendono, per x tendente ad a, ad un comune 
limite ?, tenderà anch'essa ad l. Se, per x tendente ad a, una funzione 
ammette un limite diverso da zero, essa finisce per assumere e conservare 
il segno di questo limite; e però una funzione che, intorno ad un dato va- 
lore a della variabile indipendente, non cessa mai di assumere valori posi- 
tivi e-valori negativi, non può, quando x tende ad a, tendere ad un limite 

3 
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diverso da zero. Se UjVyW,... sono funzioni di a;, ed è, per x tendente ad a, 

limw=a , liint? = p , lim«? = Y . ••• i 
è pure 

purché le funzioni considerate siano in numero finito. Il limite del quo- 
ziente di u per v è il quoziente di a per p, purché p non sia nullo; ma 
qualche cosa si può anche dire nei casi in cui il denominatore non tende ad 
un limito finito, diverso da zero. Infatti, se v cresce indefinitamente, mentre 
u si mantiene finita, il quoziente tende a zero; e se t; tende a zero conser- 
vando il segno di u^ mentre hu si mantiene finita, il quoziente cresce in- 
definitamente in valore assoluto. Non abbiamo ancora i mezzi per calcolare 
il limite del quoziente quando numeratore e denominatore tendono simul- 
taneamente a zero o all'infinito; ma la questione sarà trattata alla fine del 
secondo capitolo. 

15. Liemma. Da qualunque successione di numeri si può sempre stac-' 
care un'altra successione, che tenda ad un limite finito o infinito. 

La successione proposta a^ ,a,,a3,..., se non contiene infiniti numeri 
inferiori o uguali ad a^, ne racchiude certamente infiniti che superano a^ . 
Supponiamo, per fissare le idee, che vi siano infiniti numeri superiori ad a^, 
e rappresentiamo con a^^ uno di essi. Questo può, a sua volta, essere seguito 
da qualche numero a^ che lo superi , e fra i numeri che seguono a^ può 
darsi che se ne trovi uno, a^ , superiore ad a^ , ecc. Quando la scelta di 
questi numeri si possa protrarre all'infinito, si riuscirà a staccare dalla suc- 
cessione data una successione di numeri crescenti , i quali tendono necessa- 
riamente ad un limite finito o infinito. Nel caso contrario si dovrà finire per 
trovare qualche numero a^ , non superato dai numeri che lo seguono. Fra 
questi resteranno sempre infiniti numeri superiori ad a^: da uno di essi , 
a,^ , si inizii una nuova successione di numeri crescenti, che potrà fermarsi 
ad un termine a, , non inferiore ad alcun termine seguente, ma inferiore o 
uguale ad a^ . Cosi proseguendo si costruisce il quadro 

a^<a^ <a < <« , 

1 2 A. 

a, <«. <a < <a 

1 2 \k 

e se non si giunge ad una successione indefinita di numeri crescenti, si fini- 
sce per costruire la successione indefinita di numeri non crescenti 



'1= V= v== 



che ammette un limite finito. 
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le. Teorema IV. Per V esistenza iVun limite finito di f(x), a destra 
di a, occorre e basta che, dato e positivo e piccolo quanto si vuole, si possa 
sempre trovare un numero positivo li, tale che, per ogni coppia di valori x' 
ed x", presi nell'intervallo (a,a + h), escluso V estremo inferiore, riesca 
f(x') — f(x") inferiore ad e in valore assoluto. 

La condizione è necessaria. Se, infatti, f(x) tende ad l, quando x ten-» 
de ad a per valori decrescenti, vuol dire che, dato e>0 piccolo quanto si 
vuole, esiste un numero positivo A, tale che per ogni valore di x non supe- 
riore ad a + A, ma superiore ad a, è sempre 

Dunque, se x ed x" appartengono al detto intervallo, si ha simultanea- 
mente 

\f(^')-i\<'U^ , IAO-^l<V>^; 

poi 

\f(x)^f(x)\<\f{x)-^l\ + \l^f{x")\<t . 

Inversamente, dato ad arbitrio il numero positivo e, supponiamo determi- 
nato un intervallo (a^a + h) in cui si abbi*, escludendo l'estremo inferiore, 

|/'(^')-/'(OI<V.e. (2) 

Nel detto intervallo si scelga arbitrariamente una successione di numeri 
decrescenti, tendenti ad a, e si consideri la successione dei corrispondenti 
valori della funzione. Abbiamo visto che da questa seconda successione si 
possono sempre staccare infiniti termini f(a^)jf(a^)^f{a^)y,..y che tendano 
ad un lìmite, e questo limite non può essere infinito, perchè dalla (2) si de- 
duce 

rK)~VaS</'K)</-K) + V.s . 

Sia dunque 

\\mf(a^)=il , 

e sì prenda n sufficientemente grande perchè si abbia 

i/*(0~n<7.£. 

Per ogni valore di a?, preso in (a,a-\'h), escluso sempre l'estremo infe- 
riore, ò pure, per Y ipotesi (2) , ' 

IA(^)-rK)l<V,s; 

quindi, sommando le ultimo due disuguaglianze, 

\f(^)''l\£\f{^)-fK)\ + \fM-l\<^ ' 

È dunque l il limite destro di f(x). Con lieve modifica il teorema vale an- 
che per l'esistenza del limite sinistro. È poi facile adattare la dimostrazione 
precedente al caso di x crescente all'infinito: basterà sostituire al numero 
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/* un numero è, estremo inferiore d'un intervallo infinito, in cui vanno presi 
i numeri x ed x\ 

Ck 0X1.1^X1.13. Jl'tÀ. 

17. Funzioni continue. Una funzione si dice continua, per x = a, 
quando, a destra ed a sinistra di a, i limiti dei suoi valori coincidono col 
particolare valore che la funzione assume per x=^a. La continuità di f{x\ 
per :r=a, è dunque espressa dalle uguaglianze 

f(a + 0) = aa) , f(a^O) = f{a) . 

La funzione si dice continua in un intervallo quando è continua per tutti i 
numeri dell'intervallo. Può darsi che la funzione sia continua soltanto a de- 
stra soltanto a sinistra di a. Ciò avviene quando sussiste una sola delle 
precedenti uguaglianze. Si noti che nel dire, per esempio, che una funzione 
è continua a destra di a, si è costretti ad andar contro una definizione ge- 
nerale, posta precedentemente (1, 2); e però, quando si vuole asserire che in 
un intervallo, preso alla destra di a, la funzione è continua, bisogna aver 
cura di dirlo esplicitamente. Importa osservare che la definizione della con- 
tinuità è tutta contenuta nell'uguaglianza 

\\mf{x)r=:f{^\mx) , 

dimodoché si può dire che la possibiiy;à di permutare il simbolo lim col sim- 
bolo f è caratteristica per le funzioni continue. 

18. È chiaro che proprietà analoghe a quelle dimostrate in Algebra , 
nella teoria dei limiti, si hanno per le funzioni continue. In particolare: la 
somma ed il prodotto di più funzioni continue, in numero finito, sono fun- 
zioni continue. Se, per esempio, sono continue per un determinato valore 
di X le funzioni <p(a:) e ^{x), per lo stesso valore di x sono continue 

perchè 

lira f{x) = lim <p (a?) -|- lim 4^(0?) = 9( lim a?) -(- 4'(lim a?) = /"(lim x) , 

\\mg{x) = lim <p (a?) . lim ^ {x) -=. 9 (lima:) ^ (lim x) z=g(\\m x) . 

È anche funzione continua il quoziente di due funzioni continue, purché si 
escludano quei valori della variabile indipendente, che annullano il denomi- 
natore. Finalmente si osservi che ogni funzione continua d'una funzione 
continua di x è funzione continua di x. Infatti, se con le funzioni continuo 
?(^) e ^{x) si forma la funzione f{x)=i(^{^{x)), si ha 

lim/'(a?) = lim9(^j;(a?)) = 9(iim4'(a:)) = 9(4'(^ÌD0^)) = /'0^nti^) » 

purché negli intervalli in cui si avvera la continuità di 9 cadano valori, che 
^ prende negli intervalli in cui è continua. Questi valori costituiscono, come 
poi (§ 26) si vedrà, uno più intervalli, nei quali è continua la funzione /. 
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19. La nozione di continuità ò assai utile per completare la definizione 
di talune funzioni, segnatamente di quelle che in Algebra sono state definite 
soltanto per valori razionali della variabile indipendente. Se la funzione f(x) 
è tale che, dato il numero positivo e, piccolo quanto si vuole, sia possibile 
determinare intorno ad ogni valore di x un intervallo, nel quale la diffe- 
renza fra due valori qualunque della funzione riesca in valore assoluto infe- 
riore ad e, è facile estendere il significato di f(x) al caso di x irrazionale 
in modo da ottenere una funzione continua per tutti i valori della variabile 
indipendente. Air uopo si costruisca arbitrariamente una successione 'a^ , 
a,, a,,... di numeri razionali tendenti al limite irrazionale a, e si prenda 
intorno ad a un intervallo tale che nel suo interno il valore assoluto della 
differenza fra due valori qualunque della funzione risulti sempre inferiore 
ad e. In questo intervallo finiscono per cadere i termini della successione 
ai»a«ia3i---i dimodoché, se n' ed n' superano un certo numero, si ha 

l/-(0-rK«)l<e. 

Dunque, in virtù d'un noto teorema *), il limite di /"(aj, per n infinito, 
esiste; ed è questo limite che noi conveniamo di assumere come valore di 
f (a). Ora vogliamo dimostrare che la funzione così definita è continua per 
ogni valore a, razionale o irrazionale, della variabile indipendente. L'in- 
tervallo (a—h^a + h) sia abbastanza piccolo perchè la differenza di due va- 
lori della funzione, corrispondenti ad una coppia qualunque di valori razio- 
nali della variabile indipendente, presi nell'intervallo stesso, riesca in valore 
assoluto inferiore ad Va^- In tale intervallo si assuma ad arbitrio un nume- 
ro x^ razionale o irrazionalo, e si determini, senza uscire dall* intervallo, 
una coppia di numeri razionali, a ed x\ tali che si abbia 

|/-(a)-r(«')l<V,e , l/-W-/-(^')|<V8e. 

Ciò è sempre possibile, perchè, se a è irrazionale, esistono intorno ad esso 
infiniti numeri razionali che fanno tendere ad f{a) i valori della funzione, 
e se a è razionale la prima disuguaglianza è vera per ogni numero raziona- 
le a\ preso ad arbitrio in (a— A,a + A). Altrettanto dicasi di a; e della 
seconda disuguaglianza. Siccome poi x' ed a sono numeri razionali appar- 
tenenti all'intervallo (a — 7«,a + /0> 8Ì ha pure lA^') — A^')l <V»*- Otsl^ 
osservando che la difloronza f{x) — f(a) è scomponibile nella somma di 
queste altre 

f{x)^f{x) , f{x)^f(a) , f{a)-f(a) , 

ciascuna delle quali ò inferiore ad Va^ in valore assoluto, si ha 

|A^)-r(a)|<e 

per tutti i valori di x appartenenti ad (a— A,a+70. Dunque lim /"(«;)=/*( a). 



*) « Analisi algebrica » p. 97. 



20. Esempli: a) Si riconosco subito che le funzioni 2/==li^i^'»«**il^^« 
seno?, coso;, ecc, sono continae. Per esempio, da 

\Vx — ya\ = —- b < ir-^ > seno? — sona=2sen — ^r— cos — ^t— , 

Voo + Va Va 2 2 

si deduce, por a? tendente ad a, lim l/cr=:l/a, lina senu? = sena. Anche la fun- 
zione espressa in generale dal quoziente di seno; per ce ^ ma uguale ad 1 per 
x = 0^ ò continua per x^O come quoziente di due funzioni continue, ed è conti- 
nua per a?=0 perchè Tarco a?, nel tendere a zero, resta compreso fra il suo seno 
e la sua tangente, dimodoché si ha 

^senx ^, ,. sena? 
cosa< <1 , lim = 1 . 

b) La funzione a" è stata definita in Algebra solo per x razionale; ma ò 
facile completarne la definizione, per a>0, seguendo le indicazioni del § 19. Bi- 
sogna prima di tutto ricordarsi che , per x ed x" razionali , la differenza fra i 
corrispondenti valori di a* si può rendere piccola quanto si vuole prendendo 
Oli — x" sufficientemente piccolo in valore assoluto, giacché in tal modo a*"" dif- 
ferirà da 1 tanto poco quanto ci piace, e sarà pertanto arbitrariamente piccolo 
anche af^ — a* , prodotto di a* per a*"*'" — 1. Dopo ciò si è sicuri, per quanto 
si è detto nel paragrafo precedente, che, qualunque sia la successione di numeri 
razionali a?< ,a',,a7g,..., tendenti ad un dato limite irrazionale a;, la successione 
a ',a ',a ',... ammette anch'essa un limite finito, che dipende solo da x: è 
questo limite che si rappresenta con a". È facile dimostrare che la funzione a*, 
così definita, conserva le varie proprietà che noi già le conosciamo per x raziona- 
le, cioè il variare sempre in un senso quando x va crescendo, il crescere indefini- 
tamente con a?, tendere a zero, secondo che a è maggiore o minore di 1 , e fi- 
nalmente la proprietà cP\oI^"-=lcP*^°''\ 

cj Segue dalle ultime osservazioni che T eguaglianza a^=x definisce y 
come funzione di x nell* intervallo (0,oo), escluso l'estremo inferiore, giacché 
ad ogni valore positivo di x corrisponde uno ed un sol valore di y. Questa fun- 
zione, inversa di a*, è il logaritmo di x in base a, o Log^r. Noi ci serviremo 
sempre dei logaritmi naturali, la cui base è il numero *) 

e — ììm (ì+^) =2,718281828459045..., 
n=ioD\ nj 

e li rappresenteremo con Ioga?. Del resto dall'identità a^s^=:é^^«^ si deduce, 
prendendo i logaritmi dei due membri nell'uno o nell'altro sistema, Logx=m\og,i\ 
dove con m si designala costante Log&=l:loga, che si suole chiamare mo- 
dulo del sistema dei logaritmi in base a. In particolare, per a=:10, si trova 
in=: 0,434294981... La continuità di Logo? è una immediata conseguenza della 
continuità di a^. ^ 

d) Quando x tende a zero, il quoziente di a" — 1 per x resta compreso 
fra i numeri 

nCVa^l) , (n + l)(|/a-l) , 

*) « Analisi algebrica » pp. 109, 120. 
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nei quali ri- 


= [1: 


x\; 


e siccome *) si ha 
lira n{Va- 


-l) = loga , 


si La pure 






lira 

«=0 X 


-=:loga . 



Un esempio di funzione continua per tutti i valori della variabile indipendente ci 
è dunque offerto dalla funzione che per ^^0 ò espressa da (a* — l):a?, e per 
./;r=:0 è Uguale a Ioga. Analogamente si dimostra che 

± 

a:=0 

A. 
ed è continua, per conseguenza, la funzione espressa da (1 -\- ccY in generale, ma 

uguale ad e per a; = 0. 

21. Funzioni disoontinue. Una funzione si dice discontinua .^ per 
un certo valore di x, quando non è continua; e discontinua in un intervallo 
quando è discontinua per un valore almeno, appartenente ali* intervallo 
stesso. La discontinuità può verificarsi da ciascun lato di a; = a, o da un 
lato solo, ed in ogni caso le discontinuità che si possono avere a destra o a 
sinistra di a sono fra loro indipendenti. Occupiamoci dunque delle disconti- 
nuità possibili a destra di a , ed osserviamo che la funzione è discontinua 
sia quando, esistendo il suo limite destro, esso ha un valore finito, diverso 
da f{a) , sia quando tale limite è infinito o non esiste. Nel primo caso la 
discontinuità si dice ordinaria o di prima specie^ nel secondo è di seconda 
specie. La differenza sostanziale fra le due specie sta in ciò, che la seconda 
non dipende dal valore che la funzione prende per quel valore di x che si 
considera, ma unicamente dal modo di comportarsi della funzione intorno 
al detto valore. In altri termini, per sapere se f{x) è discontinua di seconda 
specie a destra o a sinistra di a, è inutile conoscere f{à)\ ciò è indispensa** 
bile, invece, per sapere se la funzione ha una discontinuità ordinaria, la 
quale potrebbe anche scomparire, almeno da un lato di a, cambiando il Va- 
lore di /"(a). 

22. Esempii: a) Dalie proposizioni finali del § 18 segue chd — e sen — sono 

00 CG 

continue fintantoché .v;^0; ma, per 07 = 0, esse hanno una discontinuità di se- 
conda specie. Per constatare ciò non occorre informarsi qual valore sMntenda as- 
segnar loro per a; = 0; basta osservare che, per x tendente a zero, il valore as- 
soluto di — cresce oltre ogni limite, e che sen — non tende ad alcun limite, giac- 

X X 

che in un intervallo arbitrariamente piccolo ( — h^h) riprende, un dopo l'altro, i 

2 
valori 0,1,0, — 1 tutte le volte che il valore assoluto di — , crescendo oltre 

«a? 



*) « Analisi eUgebrica » p. 111. 
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ogni limite, diventa un numero intero, congruo (modulo 4) ad uno dei numeri 

0,1 ,2,3. Invece la funzione che per ;^*^0 ò espressa da .^*sen — è continua an- 

che per 07 = 0, o per questo valore presenta una discontinuità ordinaria, secondo 
che il valore attribuitole per 07 = ò o non ò zero. Che una discontinuità possa 
presentarsi anche da un lato solo d*un valore di o?, si vede subito considerando , 

per esempio, la funzione che per x = h zero, e per x^O ò espressa da e"': 
questa ò continua a sinistra dello zero, discontinua a destra, perchè i suoi valori 
tendono a zero o air infinito secondo che jj tende a zero per valori negativi o per 

valori positivi. Discontinua come — , a destra dello zero, è la funziono Ioga;, con- 

X 

tinua per a:>0, priva di senso per x<0. Altrettanto si può dire di senlogx, 

discontinua come sen — , ma continua per a?>0, in virtù dell' ultima propesi- 
le 

zione del § 18. Anche per questa ragione è continua log sen a: fintantoché non si 

ha seniv=:0; ma ò discontinua come — a destra dei multipli pari di ^, ed a si- 
re 

nistra dei multipli dispari, comunque se ne completi la definizione. Le funzioni 
precedenti, come tutte quelle che sono discontinue un numero finito di volte in un 
intervallo finito, si dicono generalmente continue ^ per distinguerle dalie funzioni 
infinite volte discontinue. , 

b) Anche i^x è generalmente continua, non così tg — . La prima, quo- 
ziente delle funzioni continue seno; e cosa*, è continua fintantoché cos.r^O; ma 
h discontinua di seconda specie intorno alle infinite radici (X = Ys^— ^^ ^^ coso,', 
giacché si ha 

lira tga; = -4-oo , lira tg.v = — oo . 

Simili discontinuità si presentano per infiniti valori di o;, vicini allo zero quanto 

ci piace, nella funzione definita, per oj^O, da \^^: questa è invece continua in 

tutto Tintervallo ( — , oo j escluso l'estremo inferiore, ed in tutto / — e» , j 

escluso l'estremo superiore. Per o? = si ha sempre, come nelle vicinanze, una 
discontinuità di seconda specie, ma vi si osserva qualche cosa di più complicato, 
in quanto che la funzione riprende infinite volte tutti i valori possibili. Qui si noti 
che a destra come a sinistra dello zero la funzione diventa ^ ma non resta grande 
quanto si vuole: ecco perchè (§ 13) non si può dire che cresce all' infinito ^ ma 
soltanto che non è finita intorno allo zero. 

e) L'ultima osservazione si può anche fare, a destra dello zero, a propo- 
sito della funzione che per o; razionale ha il valore , e per x irrazionale è 
espressa da Ioga?. Inoltre questa è discontinua di seconda specie per tutti i valori 

di 0?: è una funzione totalmente discontinua^ mentre tg — appartiene alla cate- 

X 

goria delle funzioni punteggiate discontinue^ perchè in ( — ^,^), malgrado lo 
infinite discontinuità, noi possiamo pur sempre trovare valori di «r, ed anzi infi- 
niti valori , per cui la funzione è continua. Son queste le due grandi categorie ♦) 

*) Per coDVÌDcersi che queste noD sono vane distinzioni, ma corrispondono invece ad una so- 
stanziale diversità nel modo di comportarsi delle funzioni discontinue , leggansi i a Fondamenti, 
ecc.y> dei Dini, p. 62. 
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dì funzioni, infinite volte discontinue. Un più semplice esempio di funzione total- 
mente discontinua ci è offerto dalla funzione che prende i valori ed 1 secondo 
che X ò razionale o irrazionale, ed anche da quella che abbiamo precedentemente 
(§ 4, e) rappresentata con o(a-). Se poi si considera una funzione, definita a pia- 
cere tutte le volte che vi(x) b nulla o priva di significato, ed uguale a log6T(a;) 
in ogni altro caso, ò chiaro non solo che questa funzione non è continua^ ma che 
non è finita in qualunque intervallo, piccolo quanto si vuole. 

d) La funzione [^], continua a destra di tutti i valori di x^ presenta dis- 
continuità ordinaria soltanto a sinistra di ciascun valore intero di x» Infatti, 
quando x è un numero intero, si ha 

\jr\=x , [./; + OJ=u' , [j:; -0] = a7 — 1 . 

La funzione — , continua a sinistra di qualunque valore positivo o negativo 

di .V, è discontinua di prima specie a destra di infiniti valori, vicini allo zero 
quanto si vuole, ed è invece discontinua di seconda specie per a7 = 0. La funzione 

espressa in generale da .r — L ed uguale all'unità per a7 = 0, è continua per 

questo valore di x^ quantunque intorno ad esso ne cadano infiniti altri, a destra 
dei quali la funzione subisce una discontinuità ordinaria, misurata appunto da x ^ 
e che tende perciò a scomparire quando x tende a zero. Mediante la funzione \x'\ 
è agevole mostrare che una funzione continua di funzioni discontinue non 
sempre è discontinua. Sia 9(.^') una funzione continua, obbligata soltanto alla 
condizione (p(0):=9(l), come, per esempio, 9(a.*) = sen^.:^;, o <^{x)-=:x — J/a;, 
ecc. Si rappresenti, per brevità, o- — [.>;] con 4'C^')» ® si consideri /'(^)=9(4'(3'))> 
funzione continua della funzione discontinua "^{x). Evidentemente f{x) non può 
essere discontinua se non quando è discontinua 4^0'*) » ^^^^ ^ sinistra dei valori 
interi di x. Ciò premesso osserviamo che, per siff'atti valori, 4^(0?) =0,/*(a?) = 9(0), 
mentre a sinistra si ha 

4/(.<-0):.= l , /•(.r-0)=.9(-K'— 0)) = 9(l)=<P(0) = rM- 

Dunque f{x) è continua. Un esempio più semplice si ha prendendo ^{x) = \:x'^ 
per c^'^0, e 4^(0) = 0, e scegliendo (p(./') fra quelle funzioni continue che ten- 
dono a riprendere, per X infinito, il valore che hanno per a;=:0: per esempio 
(p(;/) = e~*sen.v. Malgrado che 4'G^') sia discontinua per ii; = 0, la funzione 
/*(.i')r=9(4^(.y.;)) ò continua, perchè 



A0) = 9(+(0)) = q?(0) , lim/t.v) = 9(«) = 9(0), 
e) È generalmente continua la funzione 

f{a') = sen x -f- 7jSen 2.^- -| - ^^sen S.r» -j- . . , , 
che si annulla insieme a sen.t*, ma (§4, f) prende i valori 



«->='i->[a- 



ed è per conseguenza continua, fintantoché x non diventa uguale ad un multiplo 

4 
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« di 2iT. Intanto 

/•(«)=o , A«fO) --•/.« . /"(«-o)— V,«, 

e però si ha, da ciascun lato dei valori ./* = oc, una discontinuità ordinaria. É no- 
tevole questo esenapio perdio ci mostra che una somma di infinite funzioni con^ 
iinue imo non essere continua. Inoltre, poiché 

lim(sen./;-l- 7jSen2./'-(" "O^^^^^sen./* ^^j^\\msQXi2.r-\' ••• , 

per a: tendente a zero, si vede (cfr, § 14) che il limite d'una somma non sem- 
pì'S è uguale alla somma dei limiti delle partii quando queste sono in numero 
infinito. 

23. Teorema V. Se f(x) è continua e diversa da sero per x = a, essa 
conserva intorno ad a il segno di {(o,). 

Infatti, in virtù della continuità, hmf{x) = f{a): ciò vuol dire che, dato 

il numero positivo e, piccolo quanto si vuole, esiste un numero positivo h, 
tale che in tutto l'intervallo (a—h,a + h) si ha \f(x)—f(a)\<Czy cioè 

f(a)-z<riu')<r(a) + z . (3) 

Basta prendere z= \f(a)\ per vedere che si ha /"(:*') >0 o /*(a;)<0 secondo 
che f(a) è positivo o negativo. 

24. Teorema VI. Una funzione continua, in mi intervallo finito, è 
anche finita nello stesso intervallo. 

Che la funzione sia finita intorno ad ogni numero dell'intervallo risulta 
immediatamente dalla limitazione (3): essa è dunque, in virtù del teore- 
ma II, finita neir intervallo. 

25. Teorema VIL Una funzione continua in un intervallo, negli 
estremi del quale prende segni opposti, deve annullarsi almeno una volta 
nelV intervallo stesso. 

In forza del teorema V esistono sempre, alla destra deirestremo infe- 
riore a, infiniti valori di x, tali che per tutti i numeri deir intervallo (a, re), 
la funzione conserva il segno di fXà): sia, per esempio, il sogno +• I pre- 
detti valori di x non sono grandi quanto si vuole, giacché nell'altro estre- 
mo, in 6, la funzione prende, per ipotesi , un valore negativo. Il loro insieme 
è dunque finito, e però (richiamando T osservazione finale del §9) ammette 
il limite superiore 4. Siccome alla sinistra di 4 la funzione si conserva po- 
sitiva, non ò possibile, in virtù dello stesso teorema V, che sia /(4) <0. Ne 
segue, innanzi tutto, essendo f\b) <0, che è è minore di ò, e che per con- 
seguenza si può, neir intervallo (a, 6), considerare anche la destra di 4. Or- 
bene, se fosse /'(4)>0, esisterebbero, alla destra di è, numeri x^ tali che 
in tutto (4, a;), e per conseguenza in tutto (a,x)^ la funzione si conserve- 
rebbe positiva, cioè 4, limite superiore d'un insieme di numeri, si trove- 
rebbe superato da questi numeri: ciò è assurdo. Dunque /'(4) = 0. 
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26. Teorema Vili, Una funzione continua non può passare da un 
valore ad un altro senza passare per tutti i valori intermedii. 

Sia l un numero qualunque, compreso tra f(a) ed f(b), e si consideri 
la funzione f(x)'-ly evidentemente continua come f{x) neirintervallo (a, 6), 
negli estremi del quale essa prende i valori f(a) — l^f{h) — Z, che per le 
ipotesi fatte hanno segni opposti. Il teorema precedente afferma appunto 
resistenza d'un numero 4, compreso fra a e &, per cui si ha /"(è) — ?=:0 
cioè Aè) = ?. 

27. Osservazioni: a) Le ultime proprietà sono di natura assai più delicata 
che non apparisca. Non si creda, infatti, che si possa riguardare come intuitiva 
r impossibilità in cui si trova una funzione continua di cambiar segno senza annul- 
larsi, poiché non ripugna al concetto di continuità che una simile funzione sia, per 
esempio, suscettibile di soli valori irrazionali. Or come potrebbe questa funzione 
annullarsi, cioè assumere il valore zero, razionale? Solo in seguito alla dimostra- 
zione del teorema VII ci è permesso asserire che una funzione siffatta non può 
esistere. Ma nemmeno si deve credere chela possibilità di cambiar valore saltando 
valori intermedii sia una proprietà essenziale della discontinuità, giacché vi sono 
funzioni discontinue che non passano da un valore ad un altro senza prendere 
successivamente tutti i valori intermedii. Basterebbe citare (§ 22, a) la funzione 

sen— , discontinua per aj = 0. Quando j;, decrescendo, passa da un valore pò- 

sitivo ad un valore negativo, la funzione, pur eseguendo continue oscillazioni fra 
— 1 ed 1 , non salta mai da un valore ad un altro qualsiasi. Non si può dire al- 
trettanto di tg — , che passa bruscamente, intorno allo zero, da valori positivi a 

X 

valori negativi, infinitamente grandi nel senso assoluto. 

h) Anche una funzione totalmente discontinua può godere della proprietà 
di cui si discorre. Infatti, presi ad arbitrio i numeri a e b^ vicini fra loro quanto 
si vuole, si può dimostrare che la funzione t3{x) assume (infinite volte) neirinter- 
vallo {a^b) tutti i valori compresi fra ed 1, e quindi fra ci(a) e o(d), con- 
cessa l'esistenza di questi numeri. Dopo quanto si è detto precedentemente (§ 4, e) 
intorno a questa funzione, possiamo limitarci a far vedere che, dato un numero 
qualunque Z fra ed 1, si può sempre trovare un valore di a?, tale che ct(x) 
riesca uguale ad L Costruita neirintervallo (0,1) una successione l^^l^J^t"* 
di numeri tendenti ad Z, scriviamo x nel sistema decimale, attribuendogli arbi- 
trariamente la parte intera, distribuendone le cifre decimali in gruppi che abbiano 
successivamente 1,2, 3,... cifre, e prendendo anche ad arbitrio le cifre di cia- 
scun gruppo, obbligandoci solo a far si che, fra le v cifre del v^'^^gruppo vi siano 
[v/y] zeri. Ciò premesso, nel numero os cosi costruito prendiamo n decimali, e 
supponiamo che la n*^^ cada nel gruppo v*"*^, dimodoché 

n — v<C,n'^n , m' — [vZ^]^jn^m' , 

rappresentando con m il numero degli zeri, e ponendo 

„'=l + 2+3 + ... + v . »w'=[?J + [2/,] + [3?3]-f-... + [Wj. 

Ora si osservi che, quando v cresce all'infinito, 



lim~ = , ]ira!^-,^l=:0 , 
n il 
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ed inoltre, por una nota *) proposizione della teoria dei limiti, 

lim— 7=:lim ^- = \\mL-r^l; 
n V 

quindi, essendo 

n — .- - 

si ha pure 



m 
^ n ^n — V 



rj(j;)nrlim = Il m -.=::; . 

n n 

28. Teorema IX (secondo di Weierstrass). Oyni fun.7Ìone, confi- 
nua in un intervallo finito, prende nelV intervallo stesso il minimo ed il mas- 
simo valore. 

Il teorema VI ci dice che la funzione è finita neir intervallo (a,i), in 
cui è continua; dunque, in virtù del teorema I, esiste in (a,&) il suo limite 
inferiore X. Se supponiamo che questo non sia un valore di f(x) nel detto 
intervallo, la funzione 

è definita in tutto («,&), è continua come quoziente di funzioni continue, 
ma non è finita, perchè, dato l grande quanto si vuole, siccome si può sem- 
pre trovare un valore di f{x) inferiore a qualunque numero maggiore di X, 

ed in particolare a X +•---, è chiaro che, per lo stesso valore di x che ronde 

/(^)<^ + ~r» si ha 9(a?)>Z. Ora dal primo teorema invocato sappiamo 

che non esiste funzione continua in un intervallo finito, la quale non sia an- 
che finita nell'intervallo stesso. È dunque assurdo supporre che X non sia 
un valore di f(x) in (a, 5), vale a dire che deve certamente esistere in (a,6) 
almeno un numero è, tale che /'(4)=X. Dunque X ò il minimo valore della 
funzione. Nello stesso modo si dimostra l'esistenza del massimo. 

29. Teorema X (di Cantor). Se una funzione è continua in un in* 
tervallo finito, si può, per ogni numero positivo e, piccolo quanto si vuole, 
determinare un numero h, tale che, in qualunque intervallo, di grande:^- 
sa h, contenuto nelV intervallo dato , V oscillazione della funzione sia mi- 
nore di e. 

Per oscillazione d'una funzione in un intervallo s'intende la differenza 
fra il limite superiore ed il limite inferiore dei valori che la funzione assume 
nell'intervallo stesso. Essa è dunque, per una funzione continua, l'eccesso 
del massimo sul minimo valore. Ciò premesso, intorno ad ogni valore di re, 
appartenente al dato intervallo, possiamo sempre costruire, per la continuità 
stessa di f(x)y un intervallo (a; — A, re + A) tale che, per ogni coppia di va- 



*) « Analisi algebHca » p, 9i<. 
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lori X ed x\ ìd esso inclusi, sia 

I /^(y) -/•(-• ')l<e; (4) 

ma, per determinati valori di e e di a:, infiniti sono i valori che si possono 
attribuire ad A, perchè, conosciutone uno, ogni numero positivo, inferiore a 
quello ottenuto, si trova a fortiori nelle medesime condizioni. Senonchè gli 
infiniti valori di A, relativi a determinati valori di e e di x, non possono 
essere grandi quanto si vuole, e però ammettono il limite superiore. E que- 
sto limite che d'ora innanzi rappresenteremo con 7*. Così, dato e, ad ogni 
numero x corrisponde un determinato numero A, tale che per ogni coppia 
(li numeri x ed x\ superiori ad a; — /*, inferiori ad x + A, è soddisfatta 
la (4). Si è definita così una funzione h{x), obbligata a prendere valori po- 
sitivi in tutto r intervallo. Questa funzione ammette dunque il limite infe- 
riore X, positivo 0, forse^ nullo, ed in virtù del primo teorema di Weier- 
strass esiste neir intervallo considerato almeno un numero 4i intorno al 
quale il limito inferiore di h[x) è sempre X. Ci proponiamo di dimostrare 
che X non può essere nullo. Posto A(4) = A(,, consideriamo un valore qua- 
lunque di a;, appartenente all'intervallo (4 — V«*oiè + ViAo)- Ogni coppia 
di numeri x\x'* ^ presi in (:r — V«^o»^ + V«'*«) appartiene anche all' inter- 
vallo (4 — Ao»4 + '*o)» 6 P®^"<^ soddisfa alla condizione (4). Dunque i valori 
che h{x) assume in (4 — 71*0»!^+ ^UK) "on sono inferiori ad Vi^o» ^ P^'^ 
X> V«Ao» perchè, se fosse X<7iAo, la funzione prenderebbe valori inferiori 
ad Vs^'o- I*er conseguenza, anche in tutto il primitivo intervallo, h{x) non 
è mai inferiore ad Vs^o* ^® segue subito che, dato e, è verificata la (4), 
comunque si scelga nell'intervallo dato la coppia di numeri x' ed x\ pur- 
ché sia \x — a;"|<Ao. Osserviamo, per finire, che nell'enunciato del teore- 
ma, invece di parlare delle infinite differenze, che compariscono nel primo 
membro di (4), si è parlato soltanto dell'oscillazione, cioè della differenza 
massima^ giacche basta render questa inferiore ad e perchè tali diventino 
tutte le altre. 
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n. LE DERIVATE. 



sole d± dex*±Tm^z±oz]Le« 

1. Definizioni. Quando un numero z passa da uno stato di grandezza 
ad un altro, l'incremento (positivo, negativo, o nullo) che subisce si suole 
rappresentare con ^z. Ad ogni arbitrario incremento ^x della variabile indi- 
pendente corrisponde un determinato incremento &y della funzione y^=f{x), 
poiché, fissato a;, 

se dx=h , è ^tJ = f(cc-{-h)—f{:c) . 
Il rapporto 

5.7- h 

chiamasi rapporto incrementale destro o sinistro, secondo che h è positivo 
negativo. Se i rapporti incrementali, destro o sinistro, tendono, per h ten- 
dente a zero, verso limiti determinati, questi sono funzioni di x^ che diconsi 
derivata destra e derivata sinistra di y. Le due derivate possono coincide- 
re, ed in tal caso si dice che la funzione y ha una derivata unica, che si 
rappresenta con /"'(^)» o più brevemente con y\ Le funzioni che più comu- 
nemente si considerano sono a derivata unica, 

2. Osservazioni: a) La derivata d'una costante è zero^ perchè, se y è co* 
stante, si ha sempre 5y = 0, qualunque sia x. La derivata della variabile indi- 
pendente è Vunitày perchè, se y = a? , è ^y = ^x, 

b) Per convincersi che la derivata d' una funzione può avere valori diversi 
dai due lati d'uno stesso valore della variabile indipendente, si consideri la fun- 
zione y=/'(fl7), che per a?=0 è zero, e per a?^0 è espressa da a?arctg — . Sic- 

X 

come 

e si ha 

lim arctg-r-r= 7,« , lim arctg — = — y.^ , 

si vede che la funzione considerata ha la derivata destra uguale ad Vs^> ^ ^^ de- 
rivata sinistra uguale a — Vs^r. Similmente, per la funzione che ha il valore 

se a; = 0, ed è espressa da a?:(14-^*) se a?^0, si ha 

/•(0) = , /•(A) = j , g— = -. 

1 + e^ ^' * 1 + e^ 
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t 
Ora, secondo che h tende a zero per valori positivi o per valori negativi, è^ cre- 
sce indefinitamente o tende a zero, e però 

lim^ -- = , lim 7=1, 

vale a dire che la funzione ammette, per a; = 0, una derivata destra uguale a 
zero, ed una derivata sinistra uguale alTunità. 

e) Un altro esempio ci è fornito (c/>\ 1, 22, d) dalla funzione y=9(a?— [a?]) 
neiripotesi che 9(0:) ammetta la derivata destra a per 07 = 0, la derivata sini- 
stra p per 07 3=1, e che sia a^p e 9(0) = (p(l). Si vede subito che, se si at- 
tribuisce ad X un valore intero, si ha 

5y_ •(A)-9(0) 8y ,.„ y(l + A)-y( l)_ ^ 

nm -— =iim = a , lim -— =lim ; = p , 

Q però la funzione ammette una derivata destra ed una derivata sinistra, tra loro 
differenti, per ogni valore intero della variabile. Per esempio si può prendere 
9(x)=:sen7ra?, dopo avere osservato che 

,. seiì'Tzh — senO ^ ,. 8en(ir4-iTA) — sen^r 
azzrhm ; = 7r , 6 = lim ^ ; == — ^ . 

hzzO h ' '^ A=0 h 

d) Ma la derivata può anche non esistere^ o esistere soltanto da un lato 
di a?. Per esempio la funzione y = cj(x), la cui definizione sia completata asse- 
gnando arbitrariamente (fra ed 1) i valori di y quando t3{x) non esiste, ò 
priva di derivata per qualunque valore di a?, perchè (1,27,^), nel tendere dì ^x 
a zero, ^y oscilla indefinitamente fra — 1 e -f ^ « dimodoché il rapporto incre- 
mentale, ben lungi dal tendere verso un limite, riprende infinite volte tutti i va- 
lori possibili. In modo analogo si comporta la funzione, che ha i valori ed 1, 
secondo che x ò razionale o irrazionale, giacché ^y è suscettibile dei soli valori 
0,1, — 1. La funzione as — [x] ha una derivata uguale alFunità per ogni valore 
di a?, eccetto a sinistra dei valori interi, dove, per 5a?==A<0, si ha ^y = l-|-^, 
ed il rapporto incrementalo tende a — 00. In questi casi la non esistenza della de- 
rivata è unicamente dovuta alia discontinuità della funzione, giacché non é possi- 
bile che la derivata esista là dove la funzione ò discontinua; ed infatti, perché 
^yi^x possa tendere verso un limite finito, quando ^x tende a zero, occorre che 
anche ^y tenda a zero, e quindi che y sia continua. Adunque la continuità della 
funzione è condizione necessaria perchè la derivata esista. 

e) La continuità non è condizione sufficiente per l'esistenza della deri- 
vata. Cosi, per esempio, la funzione Yx è continua per a;^0, ed intanto si ha 

lim 



/i=*o h 

In seguito ci avverrà di aff'ermare che la derivata di ^x^ per 07 = 0, è infinita ; 
ma con ciò si vuole spesso intendere, nelle applicazioni geometriche, non che il 
limite del rapporto incrementale è infinito , ma che la derivata^ calcolata per 
^^0, cresce indefinitamente quando x tende a zero. Effettivamente, per ^)>0, 

V^^^Y^ 1 1 ,. 1 

lim 1 = lim — = , lim — 2 = 00; 

*=" ^ ^='Vx + h-YV^ 2|/x "=*Ti 
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ma è chiaro che non si potrebbe attribuire il medesimo significato all'asserzione 
che, per at intero, la derivata sinistra di x — [a;] è — oo. Del resto è facile tro- 
vare funzioni continue, per le quali il rapporto incrementale non ha limite alcuno, 

finito infinito. Manca, per esempio, la derivata della funzione 2/^=^ — » con- 
tinua per a:=0, giacché si ha 

«0,=. .«.,=4i],g=«^-«5)=[i]_., 

e si vede che, nel tendere di A a zero, il rapporto incrementale oscilla indefinita- 
mente fra e — 1 , escluso. 

f) Air ultimo esempio si potrebbe obbiettare che la funzione considerata , 
sebbene continua, è infinite volte discontinua (I, 22, d) intorno allo zero; ma, per 
convincersi che non si deve a ciò la mancanza di derivata , basta considerare la 

funzione, che per a; = è zero, e por ac^O è espressa da a?sen — : continua 
sempre, essa non ha derivata per a? = 0, giacché 

ed il limite di sen — -, per h tendente a zero, non esiste (I, 22, a). Un altro esem- 
pio notevole ci è dato dalla funzione 9(0; — \cc\) già consiclorata. Se si prende 

9(a3) = a;sen — per a?^0, e (p(0) = 0, si ha pure 9(l)rzr0, f^'Qò) non esiste^ e 
X ^ 

'/.x 1. 1+^ ^ ,. l + ^« '^h ,. senTre 
ffl(l) = lim — ^ -sen- ,-- = 1"^ — -— sen --— - =lim ^zir. 

Dunque la funzione continua^ rappresentata in generale da 



(^_[^])sen— ^j ' 



è priva della derivata destra per tutti i valori interi di x, pur ammettendo la de- 
rivata sinistra uguale a ^. Prendendo invece (f{x)^=zx — |/a? si trova che la 
funzione continua [a?] -f.- yx — [x] ha la derivata destra infinita e la derivata si- 
nistra uguale ad — per tutti i valori interi di x. Partendo da questa funziono 

Sch warz- è riuscito a costruirne un'altra, per la quale si presentano infinite volte 
le analoghe circostanze in qualunque intervallo. Finalmente si deve a Weier- 
strass l'esempio d'una funzione continua *), che non ha derivata per alcun va- 
lore di X, 

3. Derivazione delle funzioni inverse. Data la funzione y=f(x) 
supponiamo che sia possibile definire la funzione inversa x^=g(y). E facile 
dimostrare che la derivata della funzione g esiste, quando esiste ed è di- 
versa da siero la derivata della funzione f. Infatti, se per un determinato 
valore di x il rapporto ^y.^x tende ad un limite y'^0, col tendere a zero 

•) (a Analisi algebrica y) p. 247. Esempii di funzioni analoghe, più generali, si trovano nei 
a Fondamenti^ ecc.» del Din i; p. 147. 
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di Bxy si sa che dy finisce per assumere e conservare un segno determinato, 
e però il limite di 

?? = 1.?^ (1) 

che esiste ed ha il valore 1:^', è, per definizione, la derivata di x rispetto 
ad tf. In termini più espliciti, quando si conosce la derivata f'(x)^0 di f{x)^ 
quella della funzione inversa g(z) è 

/W = 77,-^,-r, . (2) 

Si noti che in questa dimostrazione ci si è presentata due volte comie neces- 
saria l'ipotesi y'^0, sia perchè non si può parlare del limite del secondo 
membro di (1) quando il denominatore tende a zero, sia per escludere la 
possibilità (che si presenta solo nel caso di ^ =^0) che ^y non cessi mai di 
annullarsi quando 8x tende a zero, togliendo così ogni significato al primo 
membro di (1); ed infatti, non solo questo primo membro non ha significato 
quando il denominatore è nullo, ma la definizione stessa della derivata ri- 
chiede che alla variabile indipendente y si attribuisca un incremento $y^0. 

4. IDerivazione delle funzioni di funzioni. Se y è data in fun- 
zione, non di x, ma d'una funzione w, se cioè y=f{u)^u=:(^(x)^ e se inol- 
tre si suppone che esistano le derivate fXx) e 9'(^)» è facile dimostrare che 
la derivata di y esiste ed è uguale al prodotto di f'(u) per (f\x). Infatti si 
ha identicamente 

^~^^'dx ' 
dove ^u:dx tende, per ipotesi, ad un limite u: ciò esige che ^u tenda a 
zero insieme a dx. Se, a partire da un valore di ^x, convenientemente pic- 
colo, 5w si mantiene costantemente diverso da zero, By:du tende ad /"(**)» 
e però anche ^y:^x tende, in virtù delPuItima identità, ad un limite deter- 
minato y\ uguale al prodotto di f{u) per u. Besta da far vedere che la 
proposizione enunciata regge anche quando esiste una successione h^^h^Ji^,*». 
di valori di dx, tendenti a zero, per i quali si ha 5w = 0. In questo caso la 
derivata u, che per ipotesi esiste, non può essere diversa da zero, altrimenti 
^u finirebbe per assumere e conservare un certo segno. Ora si osservi che, se 
si fa tendere Sx a zero evitando i valori h^,h^,h^,.„, è ancora valido il ra- 
gionamento che precede, e però il rapporto dyi^x tende al limite /"'(w).0=0. 
Se invece dx tende a zero percorrendo appunto la successione h^^h^^h^,... 
il detto rapporto è nullo, perchè, essendo $w==0, è anche 8^y = 0. Esiste 
dunque la derivata y\ limite di dyi^x per dx tendente a zero, ed è nulla 
come il prodotto di f{u) per u\ dimodoché in tutti i casi si può scrivere 
l'eguaglianza y' = f'(u)M\ che racchiude la (1) come caso particolare, giac- 
ché (I, 3) per u=g{x) si ha y = x , y'=l. Più generalmente, se 

y = f(u) , w — (p(r) , v = f\f(w) , ... , 
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si ha 

purché le funzioni tt,t;,U7,... siano in numero finito. Cosi vediamo che la 
derivata d'una fumione di funzioni è uguale al prodotto delle derivate di 
queste funzioni, supponendo presa ciascuna derivata rispetto alla variàbile 
da cui la funzione dipende immediatamente. 

5. Derivata d'una somma. Sia y=w-f t;-f w-}-... , dove tt,t;,w,... 
sono funzioni di x^ in numero finito, e si attribuisca ad x T incremento ^x^ 
dal quale risultano per y,M,t;,... gli incrementi 5y,^«*,^t;,... Evidente- 
mente si ha sempre 

y + 5y = w-f 5w + r-f &r + ?r + 5«(? + ... ; 
quindi 

e passando ai limiti, per ^x tendente a zero, y =u '\'V -\-w •\'.-. Dunque 
la derivata d'una somma è uguale alla somma delle derivate delle parti, pur- 
ché queste siano in numero finito. 

6. Derivata d'un prodotto. Se y = uv, è 

y-{-^y = (w + ^w)(v-f^v) = wr4-t<5r + r&w + 5M.^v ; 
poi, successivamente, 



Si può anche scrivere 



?^ = — + -- 
y u V 



Sia, più generalmente, y = wt;M;. . . , e dimostriamo che 

z=«:+.^_'.+-'+.-. (3) 

y u V u> 

La formolaé vera nel caso di due fattori. Basta dunque dimostrare che, con- 
cessa per meno di n, sussiste per n fattori. Orbene, se si rappresenta con z 
il prodotto di tutte le funzioni che seguono t«, si ha f/=f«^; poi 

y u z ' z V IO 
da cui si deduce subito la (3), che si può scrivere cosi: 
y = UVU) . . . -f- uvic . . . -|- uvto . . . -f . . . 

Dunque la derivata d'un prodotto è uguale alla somma dei prodotti che si ot- 
tengono moltiplicando la derivata di ciascun fattore per il prodotto degli al- 
tri fattori. 



7. Derivata d'un quoziente. Se y=u:v, è 
poi, successiYamenté, 



V u — , , 

^y ^x dx , vu — uv 



In particolare 



'••('+?) 



se y = - , e !/ =—;^ 



8. ^Derivata d'una potenza: a) Sia y = 0?**, con n intero e positi- 
vo. Dalla regola del § 6 si deduce subito y'=nz''~\ Vogliamo dimostrare 
che questa formola sussiste per ogni valore razionale di n. Prima supponia- 
mo che n abbia la forma l:m, con m intero e positivo. Siccome esiste la 
derivata di x^, esiste, per quanto sì è detto nel § 3, anche la derivata della 

X 
funzione inversa y = x^. Constatata cosi resistenza di y\ si è in diritto di 

derivare l'eguaglianza y*^=Xf applicando la regola del §4. Si ottiene 

rn 

bj Se poi n è il quoziente di due numeri interi, positivi, ^ e g, si ha, 
applicando la regola del § 4, e tenendo presente quanto si è detto in ultimo 
luogo, 

e) Finalmente, se n ha un valore negativo — w, si applichi la regola 
del § 7. Si ottiene 

1 , mcc^'^^ ^ , 

X X 

d) Ora, dato y^u"^, dove l'esponente w è un numero razionale qua- 
lunque, positivo negativo, la regola del § 4 dà y' = ww'*""*.w'. In partico- 

se y=Kw , ò y= — ::; . 

2|/w 
Per evitare calcoli inutili è bene ricordarsi che 

1 , nu 



se t/ = — r , è v' = 



9. Le regole precedenti permettono di calcolare immediatamente la derivata 
di qualunque funzione algebrica esplicita. Per esempio, la derivata del polinomio 
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La derivata di y\ che si chiama seconda derivata di ^, è 

e le derivate segruenti sono 

Le prime n — 1 derivate d*un polinomio di grado n sono dunque altrettanti pò* 
linomii, dei gradi n — l,n — 2,..,,1; la n'*"* derivata è costante, e le derivate 
seguenti son tutte nulle. 

10. IDerivate di a*^ e Xjogo;: a) Sia y^a". Se ad x si dà T incre- 
mento dx=:h, si ha 

Dunque, richiamando un risultato precedente (I, 20, d), 

y'=:a*lim — ; — =a*logfl . ' 

In particolare, se y = e*, è y' = c*. 
6; Se y = Log.r, è 

^y = Log(x + h) — Logx , -^ = ^ Log^l +— j ; 

poi (1,20, e, d) 



y=ì'''^'l^o{'+^J-~ 



In particolare, se y = loga;, è y'=— . 

e;^ I due risultati precedenti sono fra loro legati mediante la formola 
(2), giacché, posto f(x) = a'^, è ^(;r) = Logx. Ne sef^ueche, se si conosce 
una delle derivate, per esempio f'ix)=^a'"loga, l'altra è data dalla for- 
mola (2): 

'toì= ^-i— = ^ = — 

^ /■'(Loga?)"~'aWa?loga"~ a? 

d) Per quanto si è detto nel § 4, le derivate delle funzioni 

y=:e* , y~\ogu , 
sono rispettivamente 

y =e .u , y =— . 

e) Finalmente si osservi che il conoscere le derivate di é^ e logu per- 
mette di ritrovare la regola per la derivazione d'una potenza, estendendola 
al caso d'un esponente irrazionale. Infatti 

da y = fr=e»'<»?** si deduce y =:e♦»'<^='^- r=:«2« \u . 

u 
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11. Derivate delle funzioni oircolari: a) Sia y=sena?. Se Sx=h, 
e 

dt/=:8en(x-\-?i) — sena: = 2sen — cos(a;-| j . 

Dunque (I, 20, a) 

h 
sen -- 

t/ =]ìm — — cosi a: 4- -^) = cosac. 

~2 

Se y = cos:F, si può fare un calcolo analogo, o anche scrivere, ricordando la 
regola del § 4, 

y = sen(— — xj , y'= — cosf-^ x] = — seno?. 

Se y = tgx^ si ottiene, considerando tga; come quoziente di sena? per cosa:, 
ed applicando la regola del § 7, 

, CCS a?. 008 a; — sena:( — sena:) 1 

C0S*J7 COS*JJ ' 

o pure, eseguendo il calcolo diretto, 



t/ =z:lim ~ rrrll 



sen^ 1 1 

m 



A=o h hzzo h cosj?.cos(a? + A) cos*a? ' 

Finalmente, se 

y=senw , cosw , tg«., 

si ha, rispettivamente, 

t/ = w cos w , — u sen t^ , — r— . 

cos'w 

h) Per le funzioni circolari inverse bisogna anzitutto osservare che le 

derivate esistono, per quanto si è detto nel § 3. Soltanto dopo ciò, dedotte 

da 

2/ = are san a; , are cosa; , arctga; , 

le relazioni a; = seny , cos^ , tgy, si ha il diritto di scrivere, derivando, 

l = ycosy , — y'seny , T^^TT, y 

cos y 

e quindi ricavarne i valori Ai y'i 

11 1 1 ,1 

-333^ , cos'y==: 



Si può anche procedere con calcoli diretti, i quali hanno il vantaggio di for* 
nire, insieme alle espressioni delle derivate, la prova deiresistenza delle de- 
rivate stesse. Se, per esempio, si pone 

y = arctgx , ^x=::h:=:[\-\-x{x-\-h))t , 

si ha, quando h (e per conseguenza i) tende a zero, 

,. arctg(a? + ^) — are tga? ,. arctgs 1 1 

y=i.n> =^"°-7-- i+x(.+^) =r+:^^- 
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Si noti che, precedentemente, il radicale Vl—x* è stato preso sempre posi- 
tivo, perchè gli archi rappresentati dai simboli arcseno; ed arccoso; hanno 
rispettivamente il coseno ed il seno positivi. La somma di questi archi è co- 
stante, e ciò spiega perchè le loro derivate, uguali in valore assoluto, hanno 
segni opposti. Finalmente, riassumendo ed osservando la regola del § 4, ve- 
diamo che, se 

^=:arcsenu , arccosw , Kvcigu , 

si ha, rispettivamente, 

u u u 

y- 



12. Esercizii: a) Se 

X 1 "~"~ cos k X 

y = x{\o^x—l) , logcosa; , loglogx , logtg— , ^^o ^tT^^-^- » 

rapplicazìone delle regole precedenti dà come valori delle rispettive derivate 

y—iogx , — tgo? , ^^ , g^^^ , ^^^^^. 
Se 

y=arccos(l — x)'—V2x — x* , arccos \-\og{x-\-Vx'^ — a*) , 

X 

si ottiene 

'= l/ ^ J- i/ x + g 

Y 2 — x ' X Y X — a * 

Similmente, per le funzioni 



sena seno? ^ + acosa? e* — ^ * 

y = arcsen- , arccos—-- , arctg-^— -^ , 

1 — cosacosa? a + ocosa? e 4~^ 



si trova 



,__ sena ^/a' — 6' 2 

1 — cosacosic ' a + ècosj; ' e'^-f^"**" 

Questi calcoli di derivate si eseguono molto facilmente applicando, se occorre, la 
regola per la derivazione d*una somma, d*un prodotto, o d'un quoziente, e deri- 
vando poi ciascuna parte del risultato secondo la regola per la derivazione d'una 
funzione di funzione: questa ò la regola più importante, in quanto permette di su- 
perare tutte le difficoltà, che sembra presentare il calcolo della derivata d*una 
espressione complicata, separandole per affrontarle una dopo T altra. Ecco, per 
esempio, come si procede per calcolare la derivata di y=:arctg(a? — J/l-j-o;'): 



y = 

l + {x 



-1 A ?^_>| = = _L_ 



Il risultato ottenuto si verifica facilmente osservando che y = Y,arctg.r — V4^- 
Similmente, per calcolare la derivata di y =0? J/l + ^* + log (.z? -f- 1/ 1 4-'^'*) > si 
scrive 

2K1 + X' x + Kl + xA 2K1 + W 
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ò) Date le relazioni 


> 


•^f 


= *^2^^2 


è facile dedarne, rispettivamente, 








1 


!/' 




sena 
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}- cosa cosa? * 



mercè la derivazione dei due membri. Se poi son date le funzioni 

3/ = x* , y=:.x**, ... , 
si trova, prendendo i logaritmi dei due membri, e derivando, 

y' = a"(l + loga?) , y =ra;'**"f— + loga? + log*iF| , ... ; 

ma procedendo in tal modo si ammette a priori resistenza di i/\ Per evitare que- 
sta obbiezione bisogna prima di tutto far notare che la derivata esiste, e ciò si ot- 
tiene, per la penultima coppia di funzioni, osservando che y si può porre sotto la 
forma arctgtt. Per y^=j°' si può anche scrivere y=€f^^^^^\ ecc. 

e) Con successive derivazioni si giunge facilmente a trovare che le deri- 
vate n*"** delle funzioni 



sono 



u-=e^^^^cos(x^eiid) , t? = e*^^° sen(x8ena) , 
tt^"> = e^^'^cos(«a + j?8ena) , i;<"> = c^^^*^sen(wa + arsena) 



Se fosse lecito adoperare gli immaginarli si perverrebbe più rapidamente a questi 
risultati considerando la funzione y=:w-|- '^ = ^**» i" cui a = e**. Infatti 

Similmente, per trovare la derivata n'*"" della funzione y = arctgA-, si potrebbe 
scrivere 

^ H-a» 2i\x—i x + ij ' 
per dedurne, con n — 1 derivazioni successi re, 

,,.«)_/ .^,-. (»-^V- /» n-i n (n-l)(n-2) 3 \ 

ma se si vuole evitare, come per ora si deve, Tuso degli immaginarii, si può tro- 
vare la n''"' derivata di y in funzione della stessa y, derivando n — 1 volte di 
seguito y'=cos'y : 

y*> — (n— l)!co8"y.senn(y + V,^) . 
Finalmente un calcolo facile dà, per la derivata n*"^ di y = »/;'" Ioga;, 

,<->=«»(«-l)...(m-n + l).-(log.+l + ^ + ...+ ^-l). 
ed in particolare 

y"->=m!(loga+l + -Ì+TH + i) , y'-»=^. 

\ ^ o m/ x 



13. Prima d'inoltrarci Togliamo fare una breve digressione intorno ad 
un argomento molto importante per le applicazioni delle matematiche. Qià 
nel dimostrare le proposizioni fondamentali della teoria delle funzioni è 
utile giovarsi d'una rappresentazione geometrica della variabile indipenden- 
te, che si esegue ponendo in corrispondenza, come si suol fare in Geometria 
analitica , i valori della variabile ed i punti d' una retta. In tal modo le di- 
mostrazioni, pur rimanendo intatte nella sostanza (giacché bisogna aste- 
nersi dal fondarle in alcun modo su concetti geometrici), acquistano una 
forma limpida ed efficace, e si lasciano condurre con maggior rapidità di 
linguaggio. Invece di parlare d'un valore attribuito alla variabile, si nomina 
il punto, immagine di quel valore; ed ogni intervallo si trova cosi rappre- 
sentato da un segmento rettilineo, terminato nei punti a e ò, cioè nei punti 
le cui distanze dalPorigine, valutate in un dato senso, sono misurate dai nu- 
meri a e b. Per rappresentare poi una funzione y basta considerare ogni 
coppia di valori, fra loro corrispondenti, di x e dì y, come il sistema delle 

coordinate cartesiane (ortogonali) d'un punto del 
piano: l'equazione y=f\x) rappresenta allora una 
linea, mediante la quale è facile rendersi conto del- 
le principali proprietà delle funzioni e delle deri- 
vate; ma prima è necessario conoscere il significato 
geometrico della derivata. Ora si consideri la tan- 
gente alla curva, nel punto M, cioè la posizione 
limite della secante MM\ quando M', percorrendo la curva, tende a confon- 
dersi con M. Si chiamino S e T i punti nei quali la secante e la tangente 
incontrano l'asse x, siano F e F' i piedi delle perpendicolari condotte a 
questo asse per M ed M', e si designi con U il punto che ha l'ascissa di 
M' e l'ordinata di M. Fissate x ed y, coordinate di M, siano a;-l-^x ed 
y + ^y quelle di M', e si osservi che, per la similitudine dei triangoli 
MHM',SPM, si ha 

èx'^MH'^SP • 

Col tendere a zero di ^x e 5y, M' tende ad M, F resta fisso come M, ed 
S tende a T ; quindi 

, ,. dy ,. MP MP ^ -;;^ 

•^ ÌSx SP TP ° 

vale a dire che la derivata delV ordinata d'una curva, rispetto all'ascissa, 
rappresenta il coefficiente angolare della tangente alla curva. Quando la 
variabile indipendente è il tempo, questo coefficiente rappresenta una velo- 
cità ^ ossia la rapidità più o meno grande con cui la funzione tende a ci*e- 
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scere o decrescere; ed è appunto così che la nozione di derivata, fondamen- 
tale nel Calcolo, si è presentata per la prima volta alla mente di Newton, 
poco prima del 1667 *). 

14. Esempii: a) Grande ajuto si ha, per tracciare una curva y=zf(x), dal 
conoscere la derivata f'{a:) dell'ordinata, giacché si possiede con ciò il mezzo di 
costruire la curva per punti e per tangentu Qui vogliamo limitarci a qualche 
esempio, che valga a porre in luce T utilità della rappresentazione grafica, non 
sotto l'aspetto geometrico, del quale si discorrerà, in seguito, distesamente, ma 
dal punto di vista del Calcolo stesso. Premettiamo due esercizii semplicissimi, co- 
struendo le tangenti alla parabola od àiV iperbole, rappresentate dalle equazioni 



^ = 2^ 



Dalle formolo 



a ^ X 



y=- 



^=-:^"^- 




si deduce TP = y:i/' = ^/^x per la prima curva, PT=:— y:y'=:a? per l'altra, 
e si vede che, conoscendo il punto 0, vertice della parabola o centro dell'iperbo- 
le, e projettato in P, sulla tangente nel vertice o sopra un assintoto, un punto 
qualunque M dell'una o dell'altra curva, rispettivamente, basta congiungere M 
al punto medio di OP, o al simmetrico di rispetto a P, per ottenere la tan- 
gente in M. 

bj La linea rappresentativa di x — [x] consta di infiniti segmenti rettili- 
nei , ciascuno dei quali va da un punto della retta ^ = 0, con ascissa intera n, 
al punto di ascissa n-j- 1 sulla retta y=l. Veramente i punti della seconda retta 
andrebbero esclusi dalla linea; ma è bene osservare che, dal punto di vista geo- 
metrico, siffatte esclusioni sono inutili, e che bisogna invece avvalersi del concetto 
di continuità per esdu'iere il meno che si può punti e tangenti. Cosi, se un punto, 
percorrendo una curva, tende a confondersi con un punto fisso, le cui coordinate 
non soddisfano l'equazione della curva, si suole nondimeno considerare il punto 
fìsso come appartenente alla curva ; nò si potrebbe, d'altronde, escluderlo, ossia 
separarlo dagli altri, con mezzi grafici. Analogamente, se in un punto M manca 
la tangente, ma esiste una retta con cui tende a cunfondersi la tangente in un al- 
tro punto M', tendei'te ad M, è questa retta che si considera come tangente in 
M. Tali convenzioni servono a prevenire noolti dubbii , che troppo spesso ci si pre- 
senterebbero nelle applicazioni geometriche qualora volessimo attenerci alla ri- 
gida interpretazione dei principii fin qui esposti. Un'altra linea interessante, an- 
ch'essa costituita dai segmenti che due rette determinano 
sopra infinite rette, concorrenti in un punto, è quella che 

serve a rappresentare la funzione x\ — . Quando x ò 

1 , 1 



superiore ad 



, ma non ad — , si ha y = «jy , e- 
1 n 




'7 / 



/ 



quazione d'una retta, limitata fra le rette y=l — x ed 
yz=ì, esclusi i punti della prima. Il punto A dell'as- 
se y, che ha l'ordinata 1, si può considerare come appartenente alla linea; ma 



') Vedi Mansion: « Résumé du Cours d'Analyse^ etc. » p. 194. 
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h graficamente impossibile tracciar qaesta nelle sae vicinanze, malgrado che in À 
l'ordinata sia coniinaa« 

e) Naif esempio precedente la fanzione considerata, continua in A, i dis- 
continua intomo ad A; ma la corva rappresentata dailVqDazione y =/*(./<), in 

cui f(.y:) = xsen — ed /■(0)=:0, quantunque /"(./) sia condona (I, 22, a) per 

tutti i valori di jc, nemmeno si può costruire nelle vicinanze dell'origine. Ed al- 
trettanto si può dire della funzione contiuua 

f(f(j:)) = xsen~ sen , 

X 1 

xsen — 



anche intomo ad infiniti ponti dell'intervallo ( , — ) , e propriamente in 

.1 1 1 \ t: ^/ 

vicinanza di ± — , ±-— , ±~~ Siffatti punti si vanno sempre più ad- 

densando per le funzioni f{f(f(^'))) .f(f(f{f(^'')))). ecc., perche ogni volta s'in- 
trodncono, oltre i pnnti intorno ai quali non è rappresentabile la funzione prece- 
dente, anche quelli nei quali questa funzione si annulla. Non si creda, tuttavia, che 
la non rappresentabilità sia dovuta unicamente alla mancanza di derivata, ossia 

di tangente determinata nel ponto che si considera, giacché la curva y=LX^sen — 

X 

tocca Tasse x neirorigine, ma è materialmente impossibile tracciarla in vicinanza 
di questo ponto. 

d) Del resto vi sono funzioni, per le quali non è possìbile tracciare nep- 
pure un tratto, sia pure piccolissimo, della linea che le rappresenta, malgrado che 
se ne possano segnare tanti punti quanti ci piace, ed anche vicini tra loro quanto 
si vuole. Tale, per esempio, è la funzione o(a:), giacché (I, 29, b) in ogni seg- 
mento rettilineo, parallelo all'asse 07, compreso nella striscia di piano definita 
dalla limitazione O^y^l, ed arbitrariamente piccolo, cadono infiniti ponti della 
linea rappresentativa, che sembra coprire la striscia intera. E se, in questo caso, 
la non rappresentabilità mediante una linea, intesa nel senso volgare della parola, 
si può imputare alla completa discontinuità della funzione, non si può dire lo stesso 
per la funzione di Weierstrass (§ 2, f), continua ma priva dì derivata in ogni 
punto. Valgano queste osservazioni a convincerci della necessità di dimostrare con 
pure considerazioni analitiche tutte quelle proprietà delle funzioni, che interpre- 
tate geometricamente appariscono evidenti, giacché tali proprietà sussistono indi- 
pendentemente dalla possibilità d*ona rappresentazione geometrica, e d*altra parte 

questa può mancare per estese classi di fun- 
zioni, non ostante la continuità^ ed anzi 
malgrado l'esistenza della derivata, 

e) Il lettore potrà esercitarsi nella rap- 
presentazione geometrica delle principali fun- 
zioni discontinue incontrate precedentemen- 
te; ma noi vogliamo qui limitarci a due sole 
funzioni, le cui linee rappresentative saran- 
no in seguito utilizzate. La linea y'=z\x'\ia) 
consta di infiniti archi iperbolici , giacché, 
per n intero, se x appartiene all'intervallo (w,w + l), escluso l'estremo supe- 
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riure, l'equazione di venia itt/=:n^ e rappresenta un arco d^ iperbole, che va da 
un punto P della retta y=l ad un punto Q dell' iperbole a?(l — y) = l. Per 
quanto si ò visto nel primo esenopio, la tangente in ciascun punto P passa in A, 
simmetrico dell'origine rispetto alla retta .y=l. Adunque le tangenti nei punti 
Pj,P,,p3,... concorrono in A. Siccome poi, per un punto qualunque M della 
linea, crescendo os alT infinito si ha limy = l, è chiaro che anche la tangente 
in M, simmetrica di OM rispetto alla parallela condotta per M all'asse a?, tende 
a passare per A, vale a dire che, mentre un punto, percorrendo la linea, 
tende a collocarsi sulla retta y= 1 , la tangente nel punto stesso tende a con- 
fondersi con la retta y = 2. Con altrettanta facilità si 
costruisce la linea rappresentativa della funzione con- 
tinua 2~'*J (1 — ^ItV^ -" [^])i ^^"®* evidentemente co- 
slituita da infiniti archi parabolici; e si riconosce che, 
mentre un punto , allontanandosi all' infinito sulla 
curva, tende a collocarsi sull'asse x, l'angolo acuto 
che la tangente nel punto stesso fa con l'asse oscilla indefinitamente in un 
intervallo (a, V,Tr), il cui estremo inferiore tende a zero, 

f) Nel seguito degli studii pratici si vedrà come una macchina possa trac- 
ciare da sé un diagramma^ il suo diagramma, ossia una linea rappresentativa 
della pressione del vapore in funzione del volume generato dallo stantuffo. Così, 
col far conoscere le posizioni dello stantuffo negli istanti in cui cessa o comincia 
l'ammissione del vapore dalla caldaja nel cilindrò, o l'emissione da questo nel con- 
densatore, la macchina rivela a chi l'interroga i suoi pregi ed i suoi difetti. Sva- 
riati diagrammi s'incontrano in tutti i rami dell'ingegnerìa, e sono anche frequen- 
tissimi nello studio dei fenomeni naturali più varii, non esclusi quelli d'indole 
sociologica *). Per siffatte curve empiriche, sebbene abbiano importanza appunto 
in quanto servono a mostrare la rapidità di variazione delle rispettive funzioni, 
non si può teoricamente parlare di tangente o di derivata, perchè, soggette come 
sono ad errori, sia pure lievissimi, esse rappresentano effettivamente funzioni v, 
differenti dalle vere, u\ eàh facile convincersi che, pur ammettendo che la deri- 
vata di u esiste, quella di v può non esistere, o differire molto da u\ Così, per 

X 

esempio **), se fosse u — t? = asen— -, con a costante ed estremamente picco- 

1 OG 

lo, sì avrebbe anche u — 1?'= - cos ~ , e per conseguenza, malgrado che \u — 1?| 

non superi mai a, potrebbe invece \u — v\ diventare estremamente grande in- 
torno ad infiniti valori di x, 

15. Una funzione f{x) si dice rispettivamente crescente, o decrescente ^ 
eostante a destra di a, quando in un conveniente intervallo {a,a-\-h) i 
suoi valori sono tutti superiori, tutti inferiori o tutti uguali ad /*(a). Si dice 
invece che f{x) è crescente, decrescente, costante a sinistra di a, quando 
è possibile determinare un numero positivo A, tale che. per x appartenente 



•) Vedi il recente « Cours d* Economie poìitique » di V. Pareto. 
**) Laurent: « Caletti des probabilités » p. 200. Vedi anche il « Calcolo » di O enocchi é 
Peano, p. XIIL 
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alrintervallo (a — A, a), i valori di f(x) siano rispettivamente inferiori, su- 
periori, uguali tutti ad /*(a). Può anche darsi che non esista un tal nume- 
ro A. È ovvio, per esempio, che intorno allo zero la funzione f(x), uguale 

a per a;=:0, ed espressa da a;sen — per .r^O, non cessa mai di assu- 
me 

mere valori positivi, negativi, o nulli, cioè, preso h piccolo quanto si vuole, 
i valori di f(x) nell'intervallo (— /«,A) sono sempre in parte maggiori^ in 
parte minori di f(0), ed infiniti di essi sono anche uguali ad f{0). Dunque 
la funzione non si può chiamare crescente, e nemmeno decrescente o co- 
stante per x = 0; ed è chiaro che proprio a ciò si dev« l'impossibilità di 
eseguirne la rappresentazione geometrica in vicinanza dell'origine, giacche, 
dopo aver costruito un punto intorno al quale l'ordinata non cresce, né de- 
cresce, né si mantiene costante, non si sa immaginare in qunl modo sia esso 
seguito dai punti vicini. Altrettanto si può dire della funzione continua 

rcsen* — , che non si può chiamare crescente per x=0, sol perché riprende 

infinite volte, intorno allo zero, il valore /'(0)=0. È poi notevole la funzione 
o(^), della quale non si sa dir nulla (I, 27, b) intorno a qualsiasi punto. 

16. Una funzione f{x) dicesi crescente, o decrescente, o costante in un 
intervallo quando per ogni coppia di numeri x ed x\ presi nell'intervallo 
che si considera, la diflFerenza f(x) — f(x") ha il segno di x—x\ o il se- 
gno opposto, è nulla. È ovvio che una simile funzione è rispettivamente cre- 
scente, o decrescente, o costante intorno ad ogni numero dell' intervallo; ma 
non è altrettanto evidente la proposizione reciproca, che pure sussiste, come 
si dimostrerà nel paragrafo seguente. Tuttavia si noti subito che questa re- 
ciproca non regge se la funzione si suppone, per esempio, crescente solo da 
un lato di tutti i numeri d'un intervallo. Cosi la funzione a;— [x] è crescente 
a destra di tutti i valori di a:, ma non è crescente in (a, 6) se [a] <[i]- 

17. Teorema I. Una funzione crescente (o decrescente, o costante) in" 
torno a tutti i valori della variabile, che appartengono ad un dato intervallo, 
è crescente (o decrescente, o costante) neW intervallo stesso. 

Se là funzione non fosse crescente neir intervallo (a, 6), finito o infini- 
to, questo conterrebbe almeno un intervallo (a, ,6J, negli estremi del quale 
si avrebbe /"(a^ )>/*(&,). Orasi chiami (a,,fei) la metà inferiore o la metà 
superiore di (aj,6|), secondo che per a;= 7j(^4 + ^i) ^^ funzione assume Un 
valore inferiore o non inferiore ad /'(a,), e si osservi che, in ogni caso, 
/"(a,) >/"(&,). Cosi proseguendo si perviene, con un noto {cfr. I, 7) processo, 
ad un numero èi limite comune degli estremi inferiori a^ ,«4,03,... e degli 
estremi superiori &|,6, ,68,... degli intervalli ottenuti. Preso h positivo e 
piccolo quanto si vuole, si può sempre determinare n in modo che a„ e 6„. 
cadano simultaneamente in (4 — %i4 + ^)> uno a sinistra, l'altro a destra 
di §. Si vede cosi che gli intervalli (4 — A, 4) e (4,4 + '*) contengono ri- 
spettivamente due numeri a7'=a„ ed x":=b„, tali che /'(^') >/"(«") 1 e ciòim- 



pedìsce che la funzione sia crescente intorno a è, giacché, per un valore di 
/* convenientemente piccolo, dovrebbe essere sempre f(jc')<.f{i)<if{x"). In 
modo analogo procede la dimostrazione neiripotesi d'una funzione decre- 
scente o costante. 

18. Teorema II. Una funzione è crescente o decrescente alla destra 
(o alla sinistra) di a, secondo che la sua derivata destra Co sinistra) è po- 
sitiva o negativa per x = a. 

In sostanza il fatto che una funzione cresce (o decresce) per un dato 
valore di x consiste nella possibilità di assegnare un numero positivo A, 
tale che, per (5x|<A, By abbia il segno di Bx (o il segno opposto). Ora, se 
per xr=a la derivata destra o sinistra di y è positiva, ciò vuol dire che il 
corrispondente rapporto incrementale finisce per diventare e restare positi- 
vo, quando Bx tende a zero, e quindi che Bt/ finisce per assumere e conser- 
vare il segno di Bx. Dunque la funzione è crescente. Nello stesso modo si di- 
mostra che la funzione è decrescente quando la derivata è negativa. Quando 
poi la derivata è nulla, ciù*non impedisce che By finisca per assumere e con- 
servare un dato segno, e che per conseguenza la funzione possa crescere o 
decrescere per quel valore di x che si considera; ma può anche darsi che 
By finisca per essere uguale a zero, o che non cessi mai di annullarsi o di 
cambiar segno, ed allora la funzione, se non è costante, non è nemmeno cre- 
scente decrescente. 

19. Teorema III. Una funzione è crescente o decrescente, in un intcr-- 
vallo, secondo che la sua derivata, supposta unica, si conserva positiva o 
negativa nelV intervallo stesso. 

Infatti, se si ha, per esempio, r(^)>0, per tutti i valori di 'x appar- 
tenenti ad un certo intervallo, f{x) è crescente intorno a ciascuno di questi 
valori, ed è per conseguenza crescente nell'intervallo, in virtù del teorema I. 

20. Minimi e massimi. Si dice che, per x=:a^ f{x) passa per un 
minimo, o che f{a) è un minimo di f(x), quando nessuno dei valori che f{x) 
assume intorno ad a è minore di f{a). Similmente si dice che f{a) è un 
massimo di f{x), quando, intorno ad a, nessun valore di f{x) supera f(a). 
Il minimo ed il massimo cosi definiti si chiamano anche assoluti, per distin- 
guerli dal minimo e dal massimo valore, che una funzione assume in un 
dato intervallo: questi diconsi relativi perchè dipendono dall' insieme dei 
valori della funzione nell* intervallo considerato, mentre il minimo ed il mas- 
simo nel senso assoluto dipendono soltanto dai valori che la funzione prende 
intorno a determinati valori della variabile indipendente. In un intervallo 
si possono avere più minimi o massimi assoluti, ma un solo è il valore del 
minimo o del massimo relativo: questi possono variare insieme all'inter'» 
vallo, ma i primi conservano il loro carattere in qualunque intervallo, e si 
verificano sempre per determinati valori di Xi invariabili. Queste osserva- 
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zioni riescono evidenti quando si fa uso della rappresentazione geometrica. 
Così» per esempio, riferendoci alla figura, vediamo che neir intervallo (a,h) 

la funzione rappresentata ha il minimo relativo 
neirestremo inferiore a , ed il massimo in un pun- 
to Y, nel quale si ha pure un massimo assoluto; 
un altro massimo assoluto si vede in a, e due mi- 

_i^.! nimi, uno in P e l'altro, maggiore del precedente 

** * '^ ^ ^ ^ * massimo, in 5. Quando si sposta a verso la sini- 
stra, il minimo relativo diminuisce, e si verifica nell'estremo inferiore del 
nuovo intervallo. Quando invece si comincia a spostare b verso la destra, il 
massimo relativo resta invariato e persiste in y, fintantoché b passa alla 
destra del punto e; allóra il detto massimo aumenta, e si trasferisce bru- 
scamente nell'estremo superiore del nuovo intervallo. Terminiamo con due 
osservazioni importanti: il minimo assoluto, per x = a^ non è che il minimo 
relativo ad un intervallo sufficientemente piccolo^ preso intorno 
ad a; ed il minimo relativo ad un dato intervallo, esclusi gli estremi, 
è anche un minimo assoluto. Altrettanto dicasi del massimo. D'ora innanzi 
il minimo ed il massimo si dovrà sempre intenderli nel loro nuovo significa- 
to, a meno che non si dichiari esplicitamente il contrario. 

21. Teorema IV. Quando una funzione a derivata unica passa per 
un minimo o per un massimo, la derivata si annulla* 

Supponiamo, per esempio, che /(a) sia un minimo, ed osserviamo che, 
per la definizione stessa del mìnimo assoluto, la funzione non è crescente a 
sinistra di a, non è decrescente a destra, e però la derivata, supposta unica 
' (§1), considerata come derivata sinistra non può, in virtù del secondo teo- 
rema, essere positiva; considerata come derivata destra non può essere ne- 
gativa: essa è dunque nulla. Non sussiste la proposiziono reciproca, giacché 
la derivata può benissimo annullarsi per un valore di x^ che non renda mi- 
nima massima la funzione: nulla impedisce, per esempio, che la funzione 
sia (come avviene per y^^a?) crescente tanto a sinistra quanto a destra del 
predetto valore. 

22. Teorema V (di Rei le). Quando una funzione a derivata unica 
prende valori uguali negli estremi d'un Intervallo» la derivata si annulla ah 
meno una volta neW intervallo stesso, esclusi gli estremi, purché anche 
in questi la funzione sia continua. 

Poiché la funzione é continua in tutto l'intervallo considerato (a,&), 
questo racchiude, in virtù del secondo teorema di Weierstrass, almeno 
un numero 4, in cui f(x) raggiunge il minimo o il massimo valore. Se i va- 
lori della funzione fossero tutti uguali ad /'(a), la derivata sarebbe costan- 
temente nulla. Supponiamo dunque che f(x) prenda, in (a, 6), valori di- 
versi da f{a). Allora almeno uno dei due numeri, che rappresentano il mi- 
nimo ed il massimo valore della funzione , avrà un valore differente da 
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f(a)=f{b), e corrisponderà, per conseguenza, ad un numero 4i diverso da a 
e da 6. Esclusi cosi gli estremi dell' intervallo, il minimo o massimo della 
funzione è tale (§ 20) anche nel senso assoluto, e però (§ 21) si ha neces* 
sanamente /"(4) = 0. 

23. Osservazioni. Circa le restrizioni imposte si osservi che la funzione 
X — [x], nulla negli estremi di (0,1), è in questo intervallo, quando se ne esclu- 
dano gli estremi, continua e provvista di derivata unica; ma questa (uguale ad 1) 
non è mai nulla: ciò si deve alla discontinuità che la funzione possiede a sinistra 
dell'estremo superiore, discontinuità che le impedisce di raggiungere il valor mas- 
simo. Non è tuttavia impossibile che la proprietà enunciata sussista anche quando 

la funzione non è continua negli estremi, come accade nell'intervallo (o, — ) per 

la funzione sen — , discontinua nelTestremo inferiore. Invece, soddisfatta la con- 

X 

dizione delia continuità in tutto un intervallo, la proprietà si verifica indipenden- 
temente dalFesistenza della derivata negli estremi. Basti Tesempio della funzione 

xsen — , priva di derivata ma continua per a?=0: in ogni intervallo (0, — ) 

la sua derivata si annulla infinite volte, per valori di a:, che sono inversi delle 
radici dell'equazione tgojr^a:. 

24. Teorema VI (di Cauchy). Se nelV intervallo finito (a,b) le fun- 
zioni <p e 4^ so'^o continue, e se, esclusi gli estremi, le derivate 9' e ^' esi- 
stono, sono uniche e prive di radici comuni, il detto intervallo racchiude al- 
meno un numero 4i diverso dagli estremi, per cui si ha 

9(^) — 9(«)^?Xè) 

Siccome nell'enunciare una proposizione non si può parlare di quantità 
prive di significato, neirenunciato precedente è implicita la supposizione 
che almeno una dello due funzioni , per esempio ^, abbia valori disuguali 
negli estremi dell'intervallo. In tale ipotesi si può sempre determinare la 
costante k in modo che la funzione 9('<?)— /v^'Cx) prenda valori uguali negli 
estremi stessi, giacché basta porre 

9(«)-A4;(a) = 9(6)-A+(^) , 
e, ricordando che ^{a)^^(b)y ricavarne 

Ha) -Ha] • 

Intanto la funzione considerata, continua in tutto l'intervallo, ammette la 
derivata unica (^'(x) — k^'(x)j che deve annullarsi almeno per un valore 4, 
preso nelVinterno di (a, 6), dimodoché si ha 9'(è)=i4''(4); e siccome, per 
l'ipotesi fatta su 9' e ^\ non è possibile che sia 4^'(^)=:0, altrimenti sa- 
rebbe anche 9(4}=0, si può sempre dall'ultima eguaglianza (anche quando 
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^ = 0, nella quale ipotesi si ricade sul teorema dì Bolle) trarre 

Eguagliando fra loro i due valori di k si ottiene il teorema di Cauchy. Si 
noti che per l'annullarsi di 9' e ^' negli estremi non cessa la validità del 
teorema, come non cessa per l'inesistenza di 9' e ^' negli estremi stessi, ma 
potrebbe cessare se in questi si presentasse una discontinuità per 9 per ^. 

25. Teorema VII (di Lagrangia). Per ogni funzione f(x), continua 

in un intervallo finito (a,b), nell'interno del quale ammette la derivata 

unica, si ha 

f{b)-na) = {b^a)ni) , 

dove è rappresenta un numero di (a , b) , diverso dagli esfretni. 

È questo un corollario immediato del teorema di Cauchy: basta fare 
(p{x) = f{x),^{x) = x^ ed osservare che ^'(^)==1- 

26. Oorollarii: a) Una funzione a derivata nulla è costante. Infatti 
se si ha f'(x) = per ogni numero a?, preso in (a, 6), si può applicare il 
teorema di Lagrangia ad ogni intervallo (a, a;), il cui estremo superiore 
non sia maggiore di 6; e si ha f(x)=:f(a) = costante. Questa proposizione 
è un complemento necessario del teorema IH, complemento che non si po- 
trebbe in alcun modo dare all'analogo teorema IL Ben s'intende che f\x) 
ha il significato di derivata unica; ed è facile convincersi che la proposi- 
zione non sussisterebbe se fosse costantemente nulla, per esempio, la sola 
derivata destra, come avviene per y = [x], 

b) Due funzioni, aventi la stessa derivata, non possono di /ferire che 
per una costante. Infatti, se 9' =4'', è nulla la derivata di 9 — 4'» ^ però 
si ha 9 — ^ = costante. 

27. Osservazioni: aj Si chiama funzione primitiva di f(x) ogni funzione 
che ammette f(x) per derivata. Dalle ulti noe proposizioni risulta che, se di f(x) 
si conosce una funzione primitiva F(.'<;), tutte le altre sono comprese nella for- 
mola F(a7) + C, in cui C rappresenta unsL costante arbitraria. 

b) Il teorema di Lagrangia dà /"( j?) = /"(a) -f- (^ — ^)/'(4)i dove, col 
tendere di x ad a, anche 4i sempre corapreso fra x ed a, tende ad a. Ora, sa 
f{x) cresce indefinitamente, altrettanto deve fare {x — «)/"(4), e poiché x — a 
tende a zero, bisogna che il valore assoluto di f\i) vada crescendo air infinito: 
lina \f(fy I == 00. Qui si faccia attenzione a non considerare il primo membro come 

se fosse lim|/"(a7)|, giacché non si è sicuri che 4 9 nel tendere ad a, prenda 

tutti i valori possìbili intorno ad a. Si può dunque soltanto affermare che , se 
col tendere della variabile ad un limite finito accade che una funzione a de- 
rivata unica oltrepassi ogni limite, anche la derivata cresce indefinitamente^ 
o prende, oscillando, valori arbitrariamente grandi. 
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cj In modo analogo si dimostra che, se una funzione a derivata unica 
tende ad un limite finito quando la variabile cresce indefinitamente , la deri" 
rata oscilla o tende a zero. Infatti, fissato a, non può {x — o)f\i) tendere ad 
un limite finito, quando x cresce indefinitamente, senza che sia lim/"(4) = 0. 

x=3a 

Dunque \ìmf\x) ò zero, o non esiste. Tutte queste conseguenze del teorema di 

Lagrangia, come il teorema stesso, sono suscettibili di facili interpretazioni 
geometriche; ma, per non cedere alla tentazione di accordar valore dimostrativo 
a tali interpretazioni, il lettore farà bene a rileggere (§ 14, d) certe osservazioni 
precedenti. 

d) Al teorema di Lagrangia si può dar la forma dj/:dx = f'(^)^ pren- 
dendo T incremento ^x a partire da un valore qualunque x=a. Si noti che il 
teorema vale anche quando non esiste f(a), giacché in tutte le proposizioni pre- 
cedenti, per non introdurre, senza necessità, condizioni sovrabbondanti, abbiamo 
sempre avuto cura di escludere gli estremi deir intervallo, pur supponendo in essi 
continue le funzioni. Quando poi f\a) esiste, daHeorema di Lagrangia segue, 
col far tendere ^x azero, \\mf{k)^=fia)\ e poiché il primo membro non ò da 

confondersi con lim/*7a;), si può soltanto affermare *) che, quando x tende ad 

x=a 

a, la funzione f'{x) passa per infiniti valori, che differiscono da f'{a) tanto poco 
quanto si vuole; ma non si esclude con ciò che possa prenderne altri, che le impe- 
discano di tendere ad un limite. Adunque ogni funzione, che si può riguardare ce- 
ibe derivata unica di un'altra, è suscettibile di sole discontinuità di seconda spe- 
cie. In altri termini, quando un punto M' tende, lungo una curva, ad un punto 
ffsso M, se sono ben determinate le tangenti alla curva in M ed in M', la tan- 
gente mobile tende a confondersi con la tangente fissa, o non tende ad alcuna po- 
sizione limite. Un esempio di ciò si ha nella funzione continua d?*sen — , per la 

11 ^ 

quale /"(0)=0, mentre f\x)-=:2xseti cos — oscilla indefinitamente, nel 

^^^ ^' X X Y 1 1 

tendere di x a zero. Il teorema di Lagrangia dà a?sen — =24sen-Tr — cos-^, 

1 a? 4 ^' 

e dal fatto stesso che si deve avere limcos-^ = si deduce che é è una tal fun- 

zione discontinua di a?, che tendo a zero, con a;, evitando valori infinitamente 
più numerosi di quelli che va assumendo. 

e) Segue ancora dalle precedenti osservazioni che la derivata d*una fun- 
zione può ben possedere discontinuità ordinarie, ma là dove queste si presentano 
si ò sicuri che la derivata destra differisce dalla sinistra. Di ciò si ha un esempio 
nella funzione 

/'(a;) = a;M-V.([a,] + M') . 

che ha per derivata la funzione [x]; e la discontinuità ordinaria di questa, per 
ogni valore intero di a?, rappresenta appunto il passaggio brusco dalla derivata 
sinistra, uguale ad x — 1 , alla derivata destra, uguale ad x. 



*) Vedi il aCalcolo)> dì Genocchi e Peano, p. 50. 
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28. Mercè le ultime proposizioni possiamo prepararci a lasciare il campo 
della pura teoria per entrare in quello, non meno interessante, delle appli- 
cazioni alla pratica del calcolo; e prima di ogni altro Togliamo dal teorema 
di Gauchy dedurre un altro importante teorema, per mezzo del quale ci 
sarà facile colmare una lacuna (1, 14) lasciata nella teoria dei limiti. Questo 
teorema ci metterà in grado di calcolare i limiti di molte funzioni, che per 
determinati valori della variabile indipendente si presenterebbero sotto for- 
me prive di significato, come 

-- , - , 0.00 , 00-00 , 0° , 00» , 1- , 

U 00 

se fosse lecito applicare le ordinarie regole del calcolo dei limiti. Osservia- 
mo subito che le forme precedenti son tutte riducibili alle prime due, le sole 
che siano contemplate nell'enunciato del teorema in discorso. Infatti, se il 
prodotto <f^ di due funzioni tende a presentarsi sotto la forma O.oo, quan- 
do X tende ad un limite, basta applicare il teorema stesso al quoziente di 9 
per 1:4^. Similmente, se la differenza 9 — ^ tende ad assumere la forma 
00 — 00, basta considerare il prodotto di 9 per 1 — (+:9) per essere subito 
ricondotti al caso precedente, purché 4^:9 tenda ad 1, senza di che quella 
differenza non potrebbe rimanere finita. Ài medesimo caso si riduce anche la 
ricerca del limite di 9*^, sia quando 9 tende a zero all'infinito, mentre ^ 
tende a zero, sia quando 9 tende all'unità mentre 4^ oltrepassa ogni limite. 
Basta considerare il logaritmo dell'espressione proposta, cioè 4'log9, che si 
presenterebbe appunto sotto la forma O.oo, so si commettesse Terrore, del 
resto infecondo, di applicare illecitamente la nota regola che dà il limite 
del prodotto di più funzioni, in numero finito, quando queste tendono a limiti 
finiti. 

29. Teorema Vili (di T Hospital). Se due funzioni continue ten- 
dono simultaneamente a zero alVinfinito quando la variabile indipendente 
tende ad un limite finito a, alVinfinito, e se il rapporto delle derivate 
(supposte esistenti fuori di a, ed uniche) tende ad un limite, anche il rap* 
porto delle funzioni tende allo stesso limite, purché le derivate sian prive di 
radici comuni intorno ad a,, invece, nel caso che la variabile vada cre- 
scendo all'infinito, di radici comuni arbitrariamente grandi. 

a) Prima supponiamo che, per x tendente ad a, 9(0;) e ^(x) ten- 
dano a zero, e per conseguenza si abbia, in virtù della continuità, 9(a)=0, 
4;(a)=0. Preso x sufficientemente vicino ad a perchè nessun numero del- 
l'intervallo (a, a;), diverso dagli estremi, annulli insieme 9' e ^\ il teorema 
di Cauchy dà 

9(^0 _ 9(^) — 9(«) ___ 911) 

+(4 +(^')~+(«) f(^)' 
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dove è, compreso fra a ed a:, tende con x ad a. Ne segue 

9uan(2o e^f^/e »7 secondo membro. Questa conclusione regge ancora nel!' ipo- 
tesi che Xy invece di tendere ad a, vada crescendo oltre ogni limite. In- 
fatti, posto a;= — , si può scrivere 

z 

lim TT— T = "m — -, — = iim ; ----=jim vr;~^ • 

Nel far ciò si suppone che le funzioni ^yz) ® 4'(t')» continue fintantoché 

-er^O, siano continue anche per ;8r = 0, vale a dire che si conviene di attri- 
buir loro il valore per 5=0. Inoltre, per applicare con sicurezza il teo- 
rema di Cauchy, è necessario ammettere T esistenza d' un tal numero 2, 
che per ic> l non si annullino mai simultaneamente 9'(rt:) e ^\x). Consi- 
derazioni analoghe si possono fare quando x tende a — oo , nel qual caso z 
dovrà tendere a zero per valori negativi. 

h) Ora supponiamo che, per x crescente all'infinito, 9(0:) e ^{jc) ol- 
trepassino ogni limite, e che il rapporto delle derivate tenda al limite l. Ciò 
esige che, dato il numero positivo e, piccolo quanto si vuole, si possa tro- 
vare un numero a, tale che, per rr>a, sia sempre 






<e. 



Posto che a sia stato già preso abbastanza grande perchè in (a, 00) non 
esistano radici comuni di 9' e ^\ si ha identicamente, in virtù del teorema 
di Cauchy, 

9(^)_ 9(.y) — 9(a) ^(•/•) ^9(^) +(;^ 

per ogni a?>a, e per un conveniente 4>a» inferiore ad x. Fissato a, si 
faccia crescere x indefinitamente. Il primo fattore non cessa di restar com- 
preso fra l — e ed Z + ^? mentre il secondo, che tende airunitìi, finisce per 
cadere e restare nell'intervallo (1 — e, 1 + e). Ne segue che, a partire da 
un certo valore di ^, si avrà costantemente 
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con 6 e 6' inferiori ad 1 in valore assoluto. Dunque 

Ora, fissato t], positivo e piccolo quanto si vuole, basta prendere simulta- 
neamente, per Z^O, 

8=ìq:(1 + ìq) per ^ = 0, perchè risulti 



e conseguentemente 

Il teorema si deve ritenere come valido anche quando il numeratore si con- 
serva finito, nel qual caso il limite del rapporto delle funzioni è zero; e per 
far vedere che il rapporto delle derivate non può tendere ad un limite di- 
verso da zero basta scrivere 

^(x) 4;'(^-) +(.•'.•) 

Finalmente se x, invece di crescere all'infinito, tende ad un limite finito a, 
il teorema sussiste, perchè, posto x = a-{- — , si può scrivere 

X» 

30. Osservazioni: a) Nella ricerca del limite di 9:^, per x tendente ad a , 
i numeri (^'(a) e ^'(a) possono non esistere, entrambi essere nulli senza che il 
teorema cada in fallo, poiché soltanto intorno ad a, non per x = a^ le funzioni 
sono obbligate ad ammettere le derivate, e queste ad esser prive di radici comu- 
ni. Se le derivate, oltre ad annullarsi per x = a^ sono continue, la ricerca del 
limite del loro rapporto ci rimetterà in presenza del problema che si voleva risol- 
vere ; ma, supponendo soddisfatte anche le altre condizioni, noi potremo nuova- 
mente applicare il teorema passando alle derivate seconde, poi, se occorre, alle 
terze ; .ecc. 

b) Certe osservazioni precedenti conducono a formulare un'obbiezione, grave 
in apparenza, contro il teorema di T Hospital, in quanto sembra che il procedi- 
mento che ne deriva per calcolare il limite d* un quoziente debba riuscir sempre 
illusorio, sia nel caso che le funzioni vadano crescendo all' infinito, col tendere 
della variabile ad un limite finito, sia quando tendono a zero mentre la variabile 
cresce indefinitamente. Infatti le derivate, se non oscillano, vanno anch'esse cre- 
scendo all' infinito nel primo caso (§ 27, ò), e nel secondo tendono a zero (§ 27, e). 
A ciò si risponde che l'importanza del procedimento di calcolo, indicato dal teo- 
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rema di THospìtal, risiede principalmente nella possibilità di trasformare una 
espressione, che tende ad un limite, in un altra che non può tendere ad un limite 
dififerente, e che si presenta quasi sempre sotto una forma più semplice, o si presta 
a semplificazioni tali che ne riesca facile il calcolo diretto del limite. 

e) Il teorema di T Hospital si può considerare come valido anche nel caso 
che il rapporto delle derivate, invece di tendere ad un lìmite finito, vada crescendo 
indefinitamente. Infatti, per a: tendente ad a, nell'ipotesi che 9 e 4^ tendano a 
zero, preso intorno ad a un intervallo in cui <f':^' si conservi superiore ad un dato 
numero Z, grande quanto si vuole, anche 9:({/ si manterrà maggiore di l per gli 
stessi valori di ar, perchè il valore dell'ultimo rapporto, per un dato valore di a?, 
ò ugnale ad uno dei valori che il primo prende in (a, a?). Nel caso poi che 9 e 4^ 
vadano crescendo all'infinito, si consideri il rapporto ^:9. Questo tende a zero, 
come ^':9', e siccome finisce per conservarsi positivo si può asserire che 9:4^ 
cresce air infinito come 9: 4^'. 

d) Se il limite del rapporto delle derivate non esiste, non ò lecito dedurne 
la non esistenza del limite del rapporto delle funzioni. Per esempio si ha 



1- 

,. X — sena? 

lim — ; = lim - 

«=• ce -f- sen X »=• 


seno? 


--"-=1, 

sena? 



X 

mentre non tende ad alcun limite il rapporto delle derivate, evidentemente uguale 

X 

a tg'-— -• Infatti dalla dimostrazione del teorema risulta che, quando esìste il li- 

mite del rapporto delle funzioni, per x crescente air infinito tendente ad un li- 
mite finito, esiste anche, non il secondo, ma il primo dei seguenti limiti: 

lim ^'(^^ lim ^'<^> 

«=••• + (4) «="4/ (a?) 

In sostanza 4 è una funzione di (c, che cresce ali* infinito con re, tende con 
questa variabile ad un comune limite finito, ma che può non assumere tutti i va- 
lori che va prendendo a?, d'onde segue che dall'esistenza del primo limite non si 
può dedurre quella del secondo. Invece T esistenza del secondo limite, ammessa 
nell'enunciato del teorema , include quella dei primo , e per conseguenza anche 
quella del limite del rapporto delle funzioni. 

e) Delle restrizioni concernenti le radici comuni di 9' e 4^' non si ha mai 
occasione di tener conto nelle ordinarie applicazioni; ma è utile essere avvertiti 
della possibilità che il rapporto delle funzioni oscilli , malgrado che tenda ad un 
limite il rapporto delle derivate. Cosi per esempio, se si prende 

9(0?) = a? -]- se n a? cos a? , ^{x) = (x + sen a? cos a?) e**°* , 

è chiaro che, crescendo a? all'infinito, il rapporto delle funzioni oscilla indefinita"» 

mente fra e ed — ; ma il rapporto delle derivate 
e 

9V)_ 2g"°"°^.co8a? 
4''(^) ^ + (2 + sen x) cos x 
tende a zero, perchè il numeratore resta finito, mentre il denominatore cresce al* 
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r infinito come oc. Ciò si deve al simultaneo annullarsi di 9'(^) e ^'(x) tutte le 
volte che a? passa per una delle radici di coso?, fra le quali, come si sa, ve ne 
sono sempre maggiori di qualunque numero assegnato. 

31. Esercizi!: a) Quarò, per x crescente all'infinito, il limite di x'^e'^ì 
Evidentemente il limite è zero per n^O. Se poi n è positivo, sia v il massimo 
numero non positivo fra i numeri n — l,n — 2,n — 3,... Si ha, per x infinito, 

x^ ^*»-i /p*-* 

lima?'*c'^ = lim-^ = nlim — ^ = n(n — l)lim — ^ = ... 

= n(n-l)(n — 2)...(v + l)lim^ = . 

In altri termini e" cresce air infinito più rapidamente di qualunque potenza di x. 
Ne risulta, cambiando x in Ioga?, che questa funzione cresce air infinito cosi 
lentamente, che qualunque sua potenza, con esponente grande quanto si vuole, 
cresce meno rapidamente di x. Ciò si può constatare in modo diretto, mediante il 
teorema di THospital, scrivendo 

,. log'^x ,. log*'"*^? , ,^,. log*"*a? 
lim-^— = nlim-^ = w(n— l)lim-^ = ... 

X X X 

= n(n — l)(n— 2)...(v + l)lim^-^=0 . 

X 

Il limite, per x infinito, di a?'", si può calcolare (ricordando la continuità di 
Ioga;) nel seguente modo: 

X lofffl? — JL 

limloga?" = lim-^- = , loglima?*=0 , lima?*=:I , 

X 

b) A titolo di verifica (e/V. 1, 20, a) si osservi che, quando x tende a zero, 

_. sena? ,. cosa? , ,. tga? ,. 1 

lim =lim— -- = 1 , lim-5_==hm — r— = 1 • 

a? 1 m cos'a? 

Il teorema di THospital conduce inoltre, sempre per x tendente a zero, ai se- 
guenti risultati : 

lini = lim — 



lim ?lzi* ~ Y ^}2^o^jz^}2^b _ \og{a:b) ^ 

c*-^d* c*logc — d*logd""log(c:d) ' 

,. sena? — a?cosa? 1 .. sena? 1 
hm -5 = -ha.-_. = -, 

a? — sena? 1 ,. 1 — cosar 1 ,. sena? 1 

iim ; =-— lim . — = ---lim ■ = -;r , 

a?» 3 a?* 6 a? 6 

,. 2a? — 3sena? + a7C08a? 1 ,. 2 — 2cosa? — a;sena? 

lim — ^ — -—lim 

x^ 5 oj* 

1 ,. sena? — ascosa? 1 
= ;:::lim- 



'20 a?» 60 * 

,. (9 + 6cosaj)a: — (14-{-cosa?)sena? 
lim = 

a?' 

.a? ^ rx ^ 

^ 48en~+sena?cos-;r — 3ajcos-— 
_2,. 2^ 2 2 3,. a? — sena- 



x^ 70 x' 140 
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Analogamente 

a?» 3 a?«co8«a7 3 \ x J 3 ' 

pure 

,. t^o? — a? ,. senoT — a?cosa? ,. sena? — cocosa 1 

lina — ==lim = lim r fc=— . 

a;** a?' cosa? a?" 3 

Se per calcolare il limite dì —, — cot'a? si comincia dal porre qaesta espressione 

a* 
sotto la forma 

sen*a? — a;*cos*a? sena; + a?co8a! sena? — oleosa? a;* 



aj'sen'a? a? a;' sen'a; 

si vede sobito, senza applicare il teorema di l'Hospital, che il primo fattore 
tende a 2, e si sa che gli altri tendono rispettivamente ai limiti — ed 1. Dunque 



lim(-^ — cot*a;l = --- • 
«=o \a?« / 3 



cj Quando si sa (1, 20, d) che, per x tendente a zero, (l-{-xy tende ad e, 

±^ 
è naturale domandarsi come si comporta la differenza e — (l + a?)'", e si ò in tal 
modo condotti al seguente calcolo: 

X a?' 

2 a? 2 ì + x 2 

Similmente 

^.^ (l + a;r^'«'^g ^ e ^,^ 2x^x^^2(1 +x)\og(l + x) 
a?* 4 '"" a?» 

— ^ Uw« a? — log (l+a?) e 
-6^^"^ x^ = l2- 

d) Se si vuol calcolare, per x infinito, il limite di x — \/{x — a)(x — 6) , 

conviene porre x= — , per far poi tendere z a zero. Così Tespressione proposta 

z 

diventa uguale al quoziente di 1 — \/(ì-^az)(ì — bz) per ;8 , e però il suo li- 
mite ò uguale al limite di 

li/(l_a.)(l-*.)(^ + j-Ì^) 

per zz=0. Dunque 

\jm{x-'Vix'-a)ix^b)) = '/^(a + b). 

A questo risultato si perviene subito, senza far uso del teorema di THospital, 
se airespressione proposta si dà la forma 

ab 

(a'\'b)a) — ab ^ a? 
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e) Più generalmente, tutte le volte che per due funzioni 9 e 4^, crescenti 
air infinito con x^ si può determinare una funzione /*, tale che i rapporti di 9 
e 4^ ad /* tendano verso un limite finito A, diverso da zero, se si conosce anche 

il limite l di (9 —^')!LÌ, è facile calcolare il limite di (^9 — [/+• Infatti 

V^j,Vi/ 2V~k Vf Vk 

Per /*=9=a7* e ^=i{x — à){x — b) si ricade sull'esercizio precedente. In modo 
analogo si tratta il caso delle radici n*"*', e si trova 

/fr ce 

quando esiste il secondo membro, supponendo che i rapporti di 9 e ^p ad a;*, per 
X infinito, tendano ad 1. In particolare 



lim(|/a?" + a^"-'H l/a,*' + 6A-"-*+ ...) = 



a — b 



III. SVILUPPI IN SERIE. 



lesalo <3k± fiua.sE±oxiJL« 



1. Ora vogliamo occuparci delle funzioni definite per mezzo di serie. I 
valori di a?, per i quali converge una data serie Wi + w, + W3 + ..., i cui 
termini sono funzioni di x^ possono costituire uno più intervalli, nei quali 
viene cosi ad essere definita la somma della serie come funzione di x. Se si 
considera un intervallo qualunque (a, 6), in cui la serie converge, anche il 
resto ^Jix)y cioè la somma della serie che si ottiene sopprimendo nella serie 
data i primi n termini, è una funzione di x^ defluita nel detto intervallo. 
Si sa che, quando n cresce all'infinito, il resto tende a zero, vale a dire che, 
dato 6 positivo e piccolo ad arbitrio, si può, per ogni valore di x compreso 
in (a, 6), trovare un numero v, tale che il valore assoluto di 9^ rimanga 
sempre inferiore ad e quando n supera v. Se si riesce a determinare v in- 
dipendentemente da a?, la serie si dice uniformemente convergente. In altre 
parole se, corrispondentemente a ciascun valore di x^ immaginiamo scelto 
per V il più piccolo valore possibile, si può dire che v è una funzione di .r, 
definita nell'intervallo (a, 6). Se questa funzione è finita in tale intervallo, 
essa vi ammette (1, 9) il limite superiore, e la serie converge uniformemen- 
te; ma può anche darsi che v non sia finito nell' intervallo considerato, di- 
modoché sia impossibile determinare un valore ài n^ lo stesso per tutti i 
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valori di X, Vi, partire dal quale <p„ resti inferiore ad e. Ciò accade, per 
esempio, quando, facendo convdnientemente variare x insieme ad w, si rie- 
sce a far si che 9„ non tenda a zero. Con questo mezzo si può facilmente 
constatare la non uniforme convergenza di molte serie. 

2. Esempii: a) La serie 

(f-f>(f-f>(f-7>- 

converge uniformemente nell' intervallo (0,1), perchè il resto — --- si mantiene 

1 ^ + ^ 

inferiore ad e quando n supera il numero — , indipendente da x. Non avviene 

altrettanto per la serie 

(l_«,) + .^(l_a:) + a.«(l_<r) + (2) 

convergente nel medesimo intervallo, giacché il resto è x^, se x<^\^ e non si 
può fissare v in modo che, per n>v, sia a7'*<e per ogni valore di x. Infatti, 

se si concede che x possa accostarsi ad 1 quanto si vuole, basta porre «7=1 

perchè Tespressione del resto diventi [1 1 , e così, per n infinito, non tenda 

a zero. 

b) Della serie 1 -|- «^ + ^'' + ... . non si dice che non converge uniforme^ 
niente, perchè basta limitarsi ad affermare che non converge nel predetto inter- 
vallo, a meno che non si escluda l'estremo superiore, nel qual caso, dopo aver so* 
stituito ad 1 un numero a<l (sia pure vicinissimo ad 1), è facile constatare 
che la convergenza è uniforme. Infatti, fissato ad arbitrio il numero positivo e, 
se si prende v abbastanza grande perchè a* non sia maggiore di (1 — a) e, ò 
chiaro che, per n>v, il resto x^:(ì — or) si manterrà inferiore ad e. Lo stesso 

si può dire della serie 1 -f- ^-^* + ScX-' -f- , se v si determina in modo che 

(v-f l)a* non sia maggiore di (1 — fl)e. Queste due determinazioni di v sono 
possibili, perchè (11,31, a), qualunque sia A , e per v crescente all'infinito, v*a* 
tende a zero. 

cj La somma dei primi n termini della serie 

{x — a;e-*' ) + (.a;^-^*- 2^6"'"' ) + (2^^-'*'- Sxe^^^) + (3) 

è X — na;e~"* , e tende ad x per n crescente all'infinito. La serie converge dun- 
que, ma non uniformemente, perchè, posto x= — , il resto na?e"~**** diventa 

e **, e non tende a zero. Similmente la serie 

"^ 4.. ^ + ^ + 

(l + o'){ì + 2x) • (l + 2a')(l + 3a)^(l + 3^;)(l + 4a)^ 

è convergente per x^O , perchè la somma dei primi n termini è 

1 __ 1 

ed ha per limite -— — quando n cresce all'infinito; ma essa non converge uni- 
1 + 0? i i 

formemente, perchè il resto diventa uguale ad --- quando si pone x = , e 

^ w-j- 1 
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questo valore appartiene ad ogni intervallo che Iia per estremo inferiore. La 
medesima serie converge invece uniformemente in ogni intervallo, il cui estremo 

inferiore a è positivo, perchè, dato e positivo ed arbitrariamente piccolo, basta 

1 g 

prendere n-\-\ superiore ad , numero indipen lente da ar, per essere si- 
curi che riuscirà e resterà inferiore ad e il resto n*'"". 

d) Ogni funzione continua è mppresentabile mediante una serie uniforme- 
mente convergente. Infatti, costruita una successione qualunque di numeri a^ , 
«,,«3,... tendenti a zero, se si prende w^ = A^*" + O ~~ A-^' + ««-i)» ^^ som- 
ma dei primi n termini della serie u^-\-u^-\-u^ \-.,. è /'^(^) = /'(A' + a„), e si 
ha lini /^(if) = /"(a-). Dunque la serie ò convergente, ed il suo resto è 

Ciò premesso, dato ad arbitrio il numero positivo e, si può sempre, in virtù del 
teorema di Cantor, poiché f{x) h continua, determinare h in modo che la dif- 
ferenza f{x) — f{^") sia minore di e, in valore assoluto, tutte le volte che 
\x — x" \<^h. Ne segue, prendendo v sufficientemente grande perchè risulti 
l«vl<^j che si ha \^n{^)\<i^ per n>v, qualunque sia x. 

3. Teorema I. Una serie di funzioni converge assolutamente ed tmi- 
formemente se converge la serie formata dai limiti superiori dei valori as- 
soluti dei termini. 

Se fi,, è il limite superiore di \u^{x)\ neir intervallo (a, 6), la serie 
«/j + w, + W3 + ... converge assolutamente *) per tutti i valori di x appar- 
tenenti ad (a, 6), perchè i suoi termini non superano, in valore assoluto, i 
corrispondenti termini della serie l*i + 1^, + P^a + --M che per ipotesi con- 
verge neir intervallo considerato. Inoltre, fissato ad arbitrio il numero posi- 
tivo e, esiste sempre un numero v, tale che, per n>v, è 

Dunque a fortiori sarà |9„(ic)i <£ per ogni valore di n superiore al medesi- 
mo numero v, indipendente da x, e però la serie Wi + W4+«8 + ... converge 
anche uniformemente. 

4. Teorema II. Se i valori assoluti dei termini d'una data serie for- 
mano una serie uniformemente convergente , converge anche uniformemente 
ed assolutamente la serie ottenuta moltiplicando per funzioni finite i termini 
della serie data. 

Siano Vj,v,,V3,... funzioni finite neir intervallo (a, 6), cioè tali che i 
loro valori assoluti non superino un certo numero i. Sia «1 + WJ + W3 + — 
la serie data. La serie u^v^-\-u^v^-\-u^v^-\-.,. converge assolutaménte, per- 
chè i valori dei suoi termini non superano i corrispondenti termini della se- 
rie convergente |Wil + |Ws! + l Wg ! + •••» moltiplicati per l Dato ad arbi- 



*) Sulla convergenza assoluta vedi « Analisi algebrica » p. 159. 
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trio il numero positivo e, sì può sempre trovare, per ipotesi, un numero v, 
indipendente da a;, tale che, per w>v, riesca |«n+i 1 + l**n+f ! + ••• ^"f^" 
riore ad e:Z, ed a fortiori sia 

Dunque la serie u^v\-\-u^v^-\-ìi^v^-\-.,, converge anche uniformemente. 

5. Teorema III. 5^^, per x = a, / termini d'una serie uniformemente 
convergente tendono a limiti finiti, anche la somma della serie tende ad un 
limite finito, uguale alla somma dei limiti dei termini» 

a) Si considerino, per fissare le idee, i limiti a destra di a, e si stac- 
chi un intervallo arbitrariamente piccolo (a,a-\-h) dall'intervallo in cui la 
serie converge uniformemente. In forza di simile convergenza, dato e posi- 
tivo ed arbitrariamente piccolo, è sempre possibile determinare v in modo 
che, per n>v, si abbia 

lTn(^')l<V8S , |9«(^")Ì<V3£ . e quindi \9n(^v) — (^^(x")\<*/^z 

per due valori qualunque, x ed x'\ appartenenti all'intervallo (ata-^-h). 
Ora, fissato w, si osservi che, quando x tende ad a, la somma f„(x) dei 
primi n termini della scric tende ad un limite finito, uguale alla somma 
dei limiti di w,, «,,..., ««, e però si può sempre far impicciolire h sufficien- 
temente perchè si abbia | /'„(^') — /„(^' ) i < Va e. Ne segue, chiamando f(x) 
la somma della serie, che si ha 

I r{x) - f(x") I < I /•>') - fjx") I + I q)«(x ) - 9„(a;") I <e 

per ogni coppia di valori di x ed x" presi in {a,a-\-h). Dunque f{x) am- 
mette (1,16) per X tendente ad a, a destra, un limite finito e determi- 
nato f(a + 0). 

b) Ciò premesso, dimostriamo che questo limite è appunto la somma 
della serie formata dai limiti della serie data. Si ha 

ft n 

/■(■'•) --2«.(« + 0) =>;(«/.r) -u,(a + 0))+ <fSv) . (4) 

I 1 

Dato e positivo e piccolo ad arbitrio, esiste .un numero v, tale che, per 
n>v, è sempre iTnWKVaS P^r tutti i valori di x appartenenti ad (a,a+70- 
Ora, fissato n, si faccia tendere x ad a. Poiché Ui{x) tende ad tt,(a + 0), 
si ha, per h sufficientemente piccolo, 



I I 



e però, in virtù di (4), 



^nx) _2t/,(^+o) 



<V3» . 



~ (io — 

Quindi, osservando che anche f{x) — /"(a + O) si può rendere, in valore as- 
soluto, inferiore ad Va^T 



/•(^+o)-2^>+o);^ 



/•(«H-0)-/*(:r) + 

1 



A^)-2I".(« + 0) 



<e. 



Dunque /■(a+ 0) = w,(a + 0) + w,(a + 0) + u^{a + 0) + . 



6. Teorema IV. Se una serie di funzioni continue converge unifor- 
memente, la somma della serie è una funzione continua. 

Infatti 

OD 00 

/•(a)=2«,(a) , /•(«±0)=2M,(a±0) . 

1 1 

La seconda uguaglianza si può affermare in virtù dell' uniformità e del teo- 
rema precedente. D'altra parte si ha, per la continuità dei termini, 

u^{a) = u^{aàzO) ; poi f{à) = f(a±0) . 

Dunque fix) è una funzione continua. 

7. Teorema V. Se le derivate dei termini d' una serie convergente di 
funzioni formano una serie uniformemente convergente, la somma di questa 
serie è la derivata della somma della serie primitiva» 

Limitandoci a considerare, per esempio, le derivate destre, osserviamo 
che, se a appartiene all'intervallo in cui si avvera l'uniforme convergenza, 
purché si escluda l'estremo superiore, si può prendere h sufficientemente 
piccolo perchè a-\-h cada nel medesimo intervallo, ed allora, dato ad arbi- 
trio il numero positivo e, si può sempre trovare un numero v, indipendente 
da a;, tale che per w>v sia 

i n*\ I 

per tutti i valori di x presi in (a, a + 70- Ne segue 

Intanto, dopo aver posto, per brevità, 

si osservi che si ha, impiegando il teorema di Lagrangia, 

n 

dove è, superiore ad a, è minore di a + A. Ora, fissato v nel modo prece- 



dentemente accennato, ne risulta anzitutto 



poi, osservando che 



2{«',(4)-«;(«))<V.e ; 



h=0 h »^ "^ 



8Ì può far impicciolire h sufficientemente perchè sia |<7vKV»s- Ne risulta 
l^nK^ per w arbitrariamente grande ed A>0 arbitrariamente piccolo. 
Ora, fissati v ed /(, so si fa crescere n air infinito, si ottiene, in virtù della 
convergenza delle due serie considerate, 

quindi 

f(a + h)-aa) y ,.. 
i'5 h =^ '^^^ ' 

1 

cioè f'(a) = ti\ (a) + u\ (a) + u\(a) + 

8. Osservazioni: aj Oli ulUmì tre teoremi provvedono in parte alle lacune 
lasciate nei §§ 14, 18 del cap. I, e nel §5 del cap. II, in quanto che ci segna- 
lano infiniti casi , nei quali le regole concernenti il limite o la continuità o la de- 
rivabilità d'una somma di funzioni sussistono malgrado che queste siano in nu- 
mero infinito, ma senza escludere che le regole stesse possano valere anche per 
altri casi. 

bj II teorema IV ci dice che una funzione discontinua non è mai rappre- 
sentabile (c/>\ §2, d) mediante una serie uniformemente convergente di funzioni 
continue. Così, per esempio, la somma della serie (2) presenta una discontinuità 
ordinaria a sinistra di x = ì, e ciò basta per asserire che la serie non converge 
uniformemente neir intervallo (0,1); ma non bisogna credere che, inversamente, 
la convergenza non uniforme sia un sicuro indizio di discontinuità per la som- 
ma della serie: basti Tesempio della serie (3), che ha per somma la funzione con- 
tioua 07, mentre non converge uniformemente. 

e) Analogamente il teorema Y mostra che la convergenza uniforme della 
serie derivata é sufficiente perchè si possa aifermare che la derivata della serie 
primitiva esiste ed è uguale alla somma delle derivate dei termini ; ma la condi- 
zione stessa non è necessaria, poiché vi sono *) serie che si possono derivare 
termine a termine, quantunque non siano uniformemente convergenti le relative 
serie delle derivate. È poi facile dare un esempio di serie, per cui non è lecita la 
derivazione termine a termine. Così la serie (1) ha per somma a?, e si ottiene, 
derivando, la relazione 1=(1 — os)-\'{x — a?')-l-(a?' — 0?') + ..., inesatta per 
^ = 1: ciò si deve appunto alla non uniforme convergenza della serie del se- 
condo membro. 



*) Vedi UD esempio nel ce Résumé du Cours d'Analyse » di Mansion, p. 2Ò5. 
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9. Serie di potenze. Ha por noi speciale importanza la rappresen- 
tazione delle funzioni mediante serie di potenze : 

f(x) z=aQ-\-a^x + a^x^ + a^x^ -f (5) 

Per tali serie è fondamentale il seguente teorema: una serie di potenze con- 
verge assolutamente ed uniformemente per tutti i valori della variabile x, 
inferiori, in valore assoluto, al numero positivo a , se per x = a i termini 
son tutti finiti. Si osservi che la serie si può considerare come ottenuta mol- 
tiplicando per le quantità ao^a^a^flja*, ... (supposto tutte, in valore asso- 

X X 

luto, minori d'un certo numero) i termini della serie 14- — -| — ;+ i e 

a or 

siccome (§2,6) questa converge assolutamente ed uniformemente quando 
\x\ varia da fino ad un numero vicino ad a quanto si vuole, ma inferiore 
ad a, altrettanto (§4) si può dire della serie proposta. Evidentemente le 
condizioni indicate neir enunciato del teorema sono soddisfatte quando la 
serie è convergente per «==«, perchè in tale ipotesi si ha lima^a"=:0; ma 

possono essere soddisfatte anche se la serie non converge, giacché, crescendo 
n all'infinito, può ben darsi che a„a** rimanga finito senza tendere a zero. 
Ne segue che la serie, se converge per x=a, converge anche in tutto (— a,<x), 
escluso al più Vestremo inferiore^ ed è uniforme la sua convergenza nelF in- 
tervallo stesso, esclusi al più gli estremi. Ora si noti che non sempre esiste 
un numero a>0, tale che la serie sia convergente per a; = a. In questo caso 
risulta subito dall'ultimo teorema che la serie converge solo per a;:=0 (ciò 
accade per la serie il cui termine generale è wla;**). Può darsi invece che i 
numeri come a siano grandi quanto si vuole, nel qual caso la serie sarà 
convergente per tutti i valori di x (basti l'esempio della serie che ha per 
termine generale a;**:w!). Ma quando per un valore di x la serie non è con- 
vergente, l'insieme dei numeri a è necessariamente finito, e però ammette 
un limite superiore p, che può non essere un massimo. Adunque / valori dì 
X, che fanno convergere una serie procedente secondo le potenze di x, co- 
stituiscono un intervallo ( — p,p)t negli estremi del quale può nondimeno 
cessare la convergenza, mentre nell'interno questa è sempre uniforme. I due 
casi considerati in principio si possono includere nel caso generale: essi cor- 
rispondono alle ipotesi p = , p = oo. Per le serie 

OD ^ n QB «t 

X 



^'' • 2^ . I~, 



si ha p = l, vale a dire che l'intervallo è (—1,1) per le tre serie; ma, 
mentre per la prima bisogna escludere entrambi gli estremi, e per la se- 
conda il solo estremo superiore, soltanto la terza converge in tutto l'inter- 
vallo. In altri termini, i valori di x che rendono convergenti le tre serie son 
privi di minimo e di massimo nella prima serie, hanno soltanto il minimo 
nella seconda, ed ammettono minimo e massimo nella terza. Il numero p 
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si chiama raggio di convergenza della serie che si considera. Dalla teoria 
delle serie *) si deduce agevolmente che il suo valore è 

p=:lira -'*"-* I p = lini , 

quando esiste almeno uno di questi due limiti. 

10. Passiamo ora a considerare la serie formata dalle derivate dei ter- 
mini della serie (5): 

g{x)=a, + 2a,^ + Za,x^ + Aa,x^ + (6) 

Il raggio di convergenza p' di questa serie non può essere maggiore di p, 
perchè, crescendo », il termine generale na^x"^^^ della serie (6) finisce sem- 
pre per superare, in valore assoluto, il termine a^x"" della serie (5). D*altra 
parte, preso in {—9,9) un numero positivo a, minore di p, si ha lima„a**=0, 

giacché la serie (5) è convergente per a; = a, e però (§ 4) la serie (6) con- 
verge assolutamente ed uniformemente, perchè si può considerare come ot- 
tenuta moltiplicando per le quantità finite a^,^,», «3»',.... i termini della 

serie 1+2 — 1-3--, + ...., la cui convergenza (§2,6) è, per |a?|<a, as- 

(X (X 

soluta ed uniforme. Dunque p=py vale a dire che la serie (6) ammette lo 
stesso intervallo di convergenza della serie (5), esclusi al più gli estremi, 
nei quali si capisce che la derivazione può far comparire la divergenza 
l'indeterminazione, mentre nell'interno persiste inalterata la convergenza 
assoluta ed uniforme. In virtù di questa uniformità possiamo non solo asse- 
rire (§6) che la funzione g{x) è continua, ma, quel che più importa, pos- 
siamo affermare (§7) che g{x) è la derivata di fXx); e siccome questa con- 
clusione vale per qualunque serie di potenze, sarà lecito applicarla alle se- 
rie che si ottengono derivando successivamente, termine a termine, la serie 
(6), dimodoché si ha 

OD ao OB 

i 3 3 

Da queste relazioni e dalla (5) si ricava subito, per a: = 0, 

nO) = a, , fXO) = a, , r(0) = 2a, , rX0) = 6a, , 

e si perviene cosi all'importante conclusione: se una funzione f(x) è rap- 
presentàbile mediaìite una serie di potenze, questa è necessariamente 

nx)^.f{0) + y /-'(O) 4- j-^r'(O) 4- j |-3/""'(0) + (7) 

Così noi già possediamo una regola per potere svolgere in serie di potenze 
una data funzione f(x), ma non abbiamo ancora il diritto di applicarla, 
perchè ci manca un criterio che ci assicuri, volta per volta, della legittimità 
d'un tale sviluppo. Questa lacuna sarà colmata fra breve. 

*) Analisi algebrica, pp. 138, 140. 
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dove 

R»=^r'(o*) o R,=--£---(i_e)-7""(«x). 

Questa è la forinola di Mac-Laurin. Siamo cosi giunti a possedere nel- 
l'esame di B^, per n infinito, un mezzo per poter giudicare, volta per volta, 
se lo sviluppo (7) è legittimo. 

14. Osservazione. Non si creda che basti la convergenza delle serie di Tay- 
lor di Mac- Lauri n perchè i corrispondenti sviluppi siano legittimi. Può ben 
darsi, per esempio, che la serie (7) sia convergente^ ma non rappresenti f{x). Bi- 
sogna infatti notare che R^ non è il resto della serie ^ ma è semplicemente 
la differenza tra f(x) e la somma dei primi n termini della serie (7), e però 
nulla impedisce che tenda, per n infinito, ad un limite g(x)^ non costantemente 
uguale a zero, nel qual caso la serie rappresenterebbe, non f(x) , ma f(x) — g{x). 
Naturalmente, siccome lo sviluppo di f(x) — g{x) non può aver luogo se non nel- 
r unico modo indicato dalla (7), la g{x) non ò una funzione qualunque, ma è 
tale che deve per x = annullarsi insieme a tutte le sue derivate; ed è appunto 
quest*obbligo di soddisfare ad infinite condizioni che rende assai difficile resistenza 
di siffatte funzioni g. Tuttavia se ne ha un esempio semplice nella funzione con- 

-A. 
tinua g(x)=ze ^', necessariamente uguale a zero per x = 0. Prima si osservi, 

richiamando un precedente risultato (II, 31, a), che 

g'(0)—\ìm^-^^^^^^ = limoj- V-^' = lim A"' = . 

È poi facile dimostrare che, se per x=Q è nulla la funzione g^^\ anche ^^'**'^ è 
uguale a zero. Infatti le successive derivazioni di g^ per ^^0, conducono a ri- 
sultati della forma 



e però 



g^''\x)='^Xx-^e ^«, 



15. Esercizii. Premettiamo un*osservazione, che in parecchi casi riesce utile. 
Abbiamo detto che per esser sicuri della legittimità dello sviluppo (7) è indispen- 
sabile constatare, non che la serie converge, ma che R^ tende a zero. Orbene, 
sempre che si riesce ad assicurarsi che la derivata w"***, pur crescendo n all'in- 
finito, si conserva finita nell'intervallo (0,£c), quella condizione è soddisfatta, e 
lo sviluppo è legittimo. Per dimostrar ciò, poiché il valore assoluto di /"^"^Oa?) non 
può, crescendo n, superare un certo numero, basta far vedere che x^inl tende 
a zero; ed effettivamente dall'eguaglianza 

XX X ' 



n\ (w-l)rn 

si deduce subito che il primo membro finisce per decrescere sempre in valore as- 
soluto, appenachè n supera |a;| , e però tende ad un limite l\ poi si ha, pren- 
dendo i limiti dei due membri, ; = Z.0~0. 
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a) La derivata n*'^* di /•(a;) = e* è /•^"^(a;) = e*, funzione finita in ogni 
intervallo, qualunque sia n (giacché non dipende da n). É dunque inutile esa* 
minare Tespressione di R^, perchè si è sicuri a priori^ in virtù dell' ultima os- 
servazione, che R^ tende a zero. Intanto si ha f^**\Q)z= 1, e conseguentemente 

^•1 ^1.2^1.2.3 ^ 

qualunque sia x. In modo analogo si ottengono gli sviluppi seguenti: 

a* co^ x^ x^ 
cosa:=l--, + ^-. , s^"^ = ^"-^,+ 5-,- 

b) Per /*(a;) = e*co»acos(a?sena) e ^(ar) = e-^*<^<**^sen(a?sena) è noto (II, 
12, e) che 

/^*^(a?) = e^co»«cos(na-f a^sena) , ^**'^(a?) = e^«>8<'sen(wa-|- cesena) , 

e però 

X X* x^ 
ga;co8acos(a?sena)= \ -^ -- cosa -\~ -— cos2a -\- ^^ cos3a4' i 



fl? , X* ^ , X^ 



garcosagen (a?sen a) = -- sena -}- — - sen2a -\- senSa + . 



Queste formolo includono le precedenti per a = ed «=7,11. Si trovano poi 
gli sviluppi di e^cosa? e di e^sena? facendo a=y^it; ecc. 

e) Per sviluppare in serie la funzione y = arctga; rammentiamoci (II, 
12, e) che la derivata n*'"* è (n — l)lcos''ysenw(y + 7,«). Il resto nella serie 

di Mac-Laurin, sotto la fornaa data da Lagrangia, è il prodotto di — per 

n 
una quantità che si conserva finita senza tendere a Z'To, e però tende a zero solo 
nel caso che il valore assoluto di x non superi 1* unità. In questa ipotesi, osser- 
vando che /•^''^(0) = (n — l)!sen — , la formola di Mac-Laurin dà 

x^ , a?* a;' , 
arctga:=a?— — 4~ — y + 

d) Per /*(«?) = log(l+ a?) si ottiene 

._,(«-!)! /-'"'(O) _(-!)"-' 



Quindi 



dove 



r(«) = (-l)- (i^,^„ . „! „ 



X^ , X"" . . ,.n«?""* 



log(l+a;) = a:— - + -^- + (- 1)»^^ __ _ + R^ 



w \l+6a;/ " " l + Oa? \l + éa?/ ' 

Per a?>l, come per x^ — 1, possiamo dispensarci dall' esaminare le espres- 
sioni del resto, giacché si vede direttamente che in questi casi la serie non con- 
verge. Quando x si suppone non maggiore di 1, ma positivo, il rapporto x:(\'\-òx) 

è inferiore ad «^I, e però la sua potenza w*'"* si conserva finita mentre — 

n 

tende a zero. Ne segue, adoperando la prima forma del resto, lìmR„=0. Invece 



— t)8 — 

per X maggiore di — 1, ma negativo, sì deve ricorrere alla seconda forma del 
resto, perchè la prima non lascia vedere come si comporta R^ per n infinito. 
Ora, poiché i rapporti l:(l-[-0^) ed (1 — 6):(1 -}- Ox) si mantengono inferiori 
rispettivamente ad l:(l-[-«'^) e ad 1, mentre a" tende a zero, è chiaro che, an- 
che in questo caso, limR„=:0. Adunque nell'intervallo (—1 ,!),• escluso l'estre- 
mo inferiore, 



5* ce ^' 

Cambiando a? in —a? si ottiene lo sviluppo 

^\og(l^x) = a^ + ^ + j + j + , 

che vale nel medesimo intervallo, escluso l'estremo superiore; poi si giunge, som- 
mando, alla formola 



1 1 + ^ x^ a-» . a?' , 



• • • « 



• » 



vera nell'intervallo ( — 1,1), gli estremi esclusi. 

ej Quantunque costretti ad astenerci, in tutto questo corso, dal considerare 
numeri immaginarli , qui crediamo utile far notare le relazioni che l'uso di tali 
numeri stabilisce fra i varii simboli funzionali, più comunemente adoperati. Così, 
se si estende *) il significato di e* al caso d'un esponente immaginario, conve- 
nendo che la funzione continui ad essere rappresentata dal suo sviluppo in serie, 
si ottiene, dopo aver cambiato x in ix, ed avvertendo che t^ = — 1 , 

^ ='+T-ir2-r273 + r2r3:4+ = <^os. + ^sena. . 

Nello stesso modo si trovano le relazioni 

cos 107 = —- (e* + e"'*') , senix = — (e'^ — e"") . 

Similmente, dopo aver notata l'analogia fra lo sviluppo di arctga; e la formola 
ottenuta in fine del precedente esercizio, si vede subito che 

1. l + ix 

arctgojn:— :log- • 

22 1 — tx 

In virtù di questa relazione, e delle altre che se ne possono dedurre per arcsenx 
ed arccosflc, sì suole, in analisi, considerare le funzioni circolari inverse come 
appartenenti alla classe delle funzioni logaritmiche. 

fj Quando non si rifugge dall'uso degli immaginarii, le formolo precedenti 
ne possono fornire altre, interessantissime; ma i risultati ai quali si perviene con 
queste illecite applicazioni, alle variabili complesse, di formole stabilite non senza 
una certa difficoltà per le variabili reali, vanno sempre accolti con diffidenza; e 
per legittimarli occorre una verifica diretta, eseguita rimanendo nel campo dei 
numeri reali, a meno che non si voglia riprendere lo studio dei principii del Cai* 



*) Per maggiori dettagli vedi (% Analisi algebrica » p. 312. 
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colo *), ponendosi fin duir inìzio nel campo dei numeri complessi. Limitiamoci a 
far vedere come si possa utilizzare lo sviluppo di log(l +^) P®^ trovare le fun- 
zioni rappresentate dalie serie 



cosit?+7jCos2j+73Cos3A' + , sen.r-f Ys8en2.r + V8sen3^ + 

Se u e r sono queste funzioni, da 

si deduce e'*cosr = — , e^sen t? =: — cot — ; poi 

wrr=-.log^2sen-^^ , r=V,(7r — 07). 

Queste formole valgono neir intervallo (0,27r), esclusi gli estremi; ma il calcolo 
precedente nulla ci dice in proposito. Ai medesimi risultati si perviene, con un po' 
più di rigore, ma in un intervallo troppo ristretto, sostituendo a cos no? e sennx 
le loro espressioni in funzione di cosx e senx. Cosi, per esempio, se si fa uso 
della nota formola 

w it-. w(w — l)(n — 2) _ -3 , 
sennj?=— -sena?co8 'a' ^ ^sen'j^.cos a'+ , 



si trova, prendendo x neirintervallo (Vt^iVi^)» 

sena; 1 sen'^.c' . l x\ ,, , 

^=\ -^--TY T3 + = arctg cot-~)=V,(« — a? . 

1 — cosa? 3 (1 — coso;)' ^\ 2/ * 

Simili calcoli, quantunque non rigorosi, sono ammissibili come provvisorii mezzi 
d'investigazione: essi vengono spesso adoperati in segreto da molti che in palese 
li disprezzano, e che ignorano, forse, Topinione di Leibnitz, di non doversi cioè 
« porre ostacolo con soverchia scrupolosità all'arte d'inventare >. 

gj Molto importante è lo sviluppo di f{x)={l +x)"*, già noto dall'Alge- 
bra nel caso di m intero e positivo. Si trova subito 

/'<">(x) = m(»n — 1) (m — n+lXl+xr"**; 

quindi 



purché oc ed m sian tali che limR^ = 0. Per abbreviare la discussione di R^ 

vogliamo prima di tutto indagare per quali valori di or e di m converge la serie 
precedente. A questa, che si chiama serie binomiale, giova dar la forma 



*) L^esposizione elementare, ed in pari tempo rigorosa, di tali princìpii« fatta nel modo che 
qui sì accenna, si trova nel « Résumé du Cours d'Analyse » di Mansion. Vedi anche i nPrin- 
cipes d'une théorie nouvelle des fonctions élémentaires d*une variable imaginaive » del me- 
desimo Autore {Annales de la Soci été scienti fique de Bruxelles^ 1885-86). 
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ponendo 

dove [i=:m-|-l. Cosi, crescendo w, i coefficienti a^ finiscono per esser tutti dello 
stesso segno, perchè 

-^^ = , lim — -* = 1 . 



Ne segue subito (§9) che il raggio'di convergenza h 1, dimodoché ci resta sol- 
tanto da esaminare le condizioni per la convergenza negli estremi dell' intervallo 
( — 1,1). Nell'estremo inferiore la serie diventa «o + ^i + ^8 + ? e poiché 



limnl llrrlim =is. , 

«=00 \n — fji / «=» w — ji 



essa converge *) per w>0 (ed anche per m = 0), ma diverge per w<0. Nel- 
l'estremo superiore la serie diventa a^ — «i + «t — » ® P®^^ ^ ^"^^ termini 

finiscono per essere a segni alternati. Ne segue che la serie non converge se si fi- 
nisce per avere a^^a^_^: ciò accade per m< — 1. Essa converge invece per 
m> — 1, perchè **) in tale ipotesi, oltre ad essere «n<^^n-i P^^ ^ sufficien- 
temente grande, è limfl^ = 0. Infatti, /^wfl/o v>m, si ha 

poi, ricordando ***) la divergenza della serie armonica, lim(a^:aj = oo , per n in- 
finito; e finalmente limfl^=0. Dunque, riassumendo, V intervallo dì convergenza 
della serie binomiale è ( — 1,1); ma bisogna escludej-e entrambi gli estremi 
se m non supera — \^ ed il solo estremo inferiore quando m , pur superane 
do — 1, è negativo. Ciò premesso, dimostriamo che, crescendo n all'infinito, il 
resto R^ (da non confondere col resto della serie) tende a zero tutte le volte che 
la serie considerata è convergente. Prendiamo questo resto (in cui per comodo si 
cambia n in n-f-l) sotto la forma datagli da Cauchy: 



Si è posto 



-■4 -?)('- ?)(■-?) ('-?)■ 



dimodoché dba^o?" è il termine generale della serie binomiale, relativa all'espo- 
nente m — 1, serie convergente per |a?Kl, qualunque sia m, ed anche per 
iX7 = — 1 ed m>l, come per x^=.\ ed m>0. In tutti questi casi R„^, si trova 
decomposto in tre fattori , dei quali il primo ed il terzo restano finiti (giacché 
1 — 6^1 + 0a7), ed il secondo tende a zero, come termine generale d'una serie 
convergente. Ci resta da esaminare soltanto i casi nei quali non è convergente la 
seconda serie, mentre converge la prima; e questi sono due, corrispondenti alle 



*) « Analisi algebrica» p. 138-139. 
**) « Analisi algebrica » p. 128. 
***) a Analisi algebrica » p. 118. 
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ipotesi a; = — 1 con 0<m<l, ed x=\ con — l<m<0. Messo da parte il 
caso ovvio wrrO, si vede, per x=: — 1, che 

^(' + T)(' + f)(' + l) ('+^)»+"('+i+i+-+v)^ 

quindi lima^=0. Invece per 07 = 1 si ha 

e però bisogna adoperare Taltra forma del resto, cioè zfc(l -{-0)"*"'*a^: questa la- 
scia subito vedere che limR =0. 

16. Altre utili applicazioni si possono fare della forinola di Taylor al 

calcolo delle serie numeriche. Data una serie «*i+Wj + W8 + a termini 

positivi decrescenti, immaginiamo una funzione f{x)j che vada sempre de- 
crescendo, al crescere di x, assumendo per a; = l,2,3, ì valori «««,1^,, 

2«3,...; e supponiamo che della f(z) si conosca una funzione primitiva ¥{x). 
Questa va sempre crescendo con x, perchè (II, 19) la sua derivata è positi- 
va , e però (1, 14) tende, per x infinito, ad un limite finito o infinito. Intanto, 
se con a e ^ rappresentiamo certi due numeri degli intervalli (n — l,n) ed 
(n , w + 1) > si ha 

F(n)-.F(«^1)=:A«) , F(n + 1)-F(n) = /-(P) , A«)>w«>/'(P) ; 
quindi 

F(n+l)-F(l)<w, + w,+ W3 + + w„<P(n)-F(0) . 

Ne segue che la serie w, + w, + tt8 + ... è convergente o divergente, secondo 
che F(x) tende, per x infinito, ad un limite finito o all'in finito. Infatti, nel 
primo caso, la somma dei suoi primi n termini si mantiene, crescendo, in- 
feriore ad F(n) — F(0), che ammette, per ipotesi, un limito finito; nel se- 
condo caso là detta somma, sempre superiore ad F(w-f-l) — F(l), che cre- 
sce indefinitamente insieme ad n , deve a fortiori oltrepassare ogni limite. 
Questo notevole criterio di convergenza è dovuto a Cauchy. 

17. Ora la formola di Taylor ci offre il mezzo di addentrarci sempre 
più nello studio della serie data, anche quando i termini non si seguono de- 
crescendo. Prima di tutto vogliamo dimostrare il seguente teorema di F ra- 
ne! ♦): se, crescendo x alV infinito, la derivata di f(x), supposta unica, 
tende a ssero conservando un certo segno, e decrescendo in valore assoluto, 
Vespressione 

«,+", + «3 +••• + «n-l + V. "n- F(^) m 

tende, per n infinito, ad un limite finito l Infatti a questa espressione si 
può sempre dar la forma v^-{-v^ + v^-^ ... -\-v^ ponendo 

^ ,,^=F(n~-l)-F(n) + V,(/-(n-l) + An)) ; 

*) a Intermédiaire des Mathématiciens )> t. I, p. 234. 
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e d*altra parte, se si applica la (9), adoperando la prima forma del resto, 
si ottiene 

F (n - y ) = F(n) - - f(n) + ]- /"'( W , 

dove a e p rappresentano certi due numeri, presi rispettivamente nella 
metà inferiore e nella metà superiore dell'intervallo (n — 1,«). Ne segue 

subito, eguagliando fra loro i due precedenti valori di Ffn — -^J, 

Cosi Vj + «^1 + ^8 4* ci si presenta, almeno da un certo termine in poi, 

sotto la forma d'una serie a termini alternativamente positivi e negativi, che 
vanno decrescendo in valore assoluto, e tendono a zero. Dunque t;j+t;,+2^j4-— 
è una serie convergente, e la sua somma l rappresenta appunto il limite del- 
l'espressione (10). Ciò premesso, se si osserva che la somma v^^, -rt;„,, -}-... 
resta sempre compresa fra e — Vs^Wi si può scrivere 

t^. + w, + W3 + ... + «„=F(n)+i/'(7i) |-l/"('») + ^ (11) 

dove 6 è un numero dell'intervallo (0,1). Questa formola è molto utile per 
la valutazione approssimata di talune somme; ma in ciascun caso converrà 
studiare direttamente Vn*i + ^n^« "!"••• P®^* ottenere una maggiore approssi- 
mazione. Del resto, nel caso generale, la formola di Taylor può fornire 
uguaglianze analoghe alla (11), sempre più precise; ed infatti basta pren- 
dere due soli termini di più, nella detta formola, per essere condotti a so- 

stituire -^Aw) con ~f"(n)± jg^/""(w), in (11), purché le ipotesi già fatte 
per /" si trasportino ad /"". 

18. Esempii: a) Mediante il criterio di Cauchj, dimostrato nei § 16, si 
riesce a constatare in modo assai rapido la divergenza delle serie, definite dai 



termini generali 



1 1 1 



n * nlogn ' «lognloglogn ' 

Basta osservare che, per n infinito, queste funzioni tendono a zero decrescendo, 
e che ammettono le funzioni primitive 



logn , loglog» , logloglogn , 



indefinitamente crescenti con n. Dal teorema di Franel, dimostrato nel §17, 
possiamo avere altre indicazioni sulle serie precedenti. Per esempio, esiste il nu- 
mero 

che si rappresenta abitualmente con C, e si chiama costante di Eulero. Per 
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altre vie si riesce a calcolarne il valore: 0,5772156649015328 Poi dalla (11) 

si possono avere, per ogni n , due valori della somma 1 + -^ + H , ap- 

prossimali per difetto (6 = 1) e per eccesso (6 = 0). 

b) Se w^ = logn, si può prendere F(n)=:nlogn — w, giacché la deri- 
vata di ocìogoo — X h Ioga?. Il numero 

Hm nog(n l) — \n + --) logn + nj 

esiste, in virtù del teorema di Frane 1, ed in seguito si vedrà che il suo valore h 
log(/2^. Ora dalla (11) già potremmo dedurre n!; ma per approssimarci mag- 
giormente al vero valore osserviamo che « 

-t;, = ~l + («-T)>^?-_ri"=3(2«~Ì)~« + 5(2n--^^^^^ 
d'onde 



^<""''«<3'\('2;r~l)«"^(2n-l)*"^ ;"~12\7^^""n/' 



e per conseguenza 



12n 



Si ottiene dunque log(n!) = (n+ — ìlogn — » + y^+ logr Sic, e finalmente, 
ricavando ni, si giunge all'importante forinola di Stirling-, 

1.2.3...n=|/27rn.«'*e ''*'^''' . 

19. Se il rapporto di due funzioni tende ad 1 quando la variabile indi- 
pendente cresce all'infinito, o pure quando, nel tendere di questa ad un li- 
mite finito, le funzioni vanno crescendo oltre ogni limite, si dice che una 
delle funzioni è assintotica all'altra. Se, dopo aver trovata una funzione 9^ , 
assintotica ad una data /', si riesce a trovarne un* altra 9| , assintotica ad 
f — 9o» P^ì un'altra 9,, assintotica ad /*— 9o — 9ii e cosi via, si ottiene la 
rappresentazione assintotica della funzione data: /'=9o + 9i + 9j + "- Que- 
sta eguaglianza va intesa in un senso convenzionale, come quella che rias- 
sume le seguenti, il cui senso preciso ci è noto : 

lim-^ = l , l^J^-^ì:^ = l , lim^^">^^-^">-^^-^">:^l,... 
9o(a?) 9i(^0 9,(^0 

Evidentemente le funzioni 9ot9i»9s) sono tali, che il rapporto di cia- 
scuna alla precedente ha per limite 0, dimodoché, se nel costruire succes- 
sivamente le funzioni 9 si perviene ad una costante, le funzioni seguenti 
hanno tutte per limite. Ora noi vogliamo specialmente occuparci delle 
funzioni rappresentabili mediante una serie di potenze in un intervallo fi- 
lo 



nìto {—p,f). Già sappiamo che queste funzioni sono continue, ed anzi de- 
rivabili per |5;|<p, ma ignoriamo ancora ciò che accade per a: = zt:p; ed 
è appunto dal modo di comportarsi d'una serie negli estremi dell' intervallo 
di convergenza che si può spesso trarre profitto per valutarne assìntotica- 
mente la somma in prossimità degli estremi stessi. D'altra parte si vedrà 
che, in certe questioni, la conoscenza di siffatte espressioni assintotiche può 
tener luogo di quella della somma esatta, quasi sempre inaccessibile. 

20. Premettiamo il seguente teorema: se in un estremo dell* intervallo di 
convergenza una serie di potenze è divergente, la funzione rappresentata 
dalla serie cresce oltre ogni limite quando la variàbile indipendente tende 
dalV interno delV intervallo verso l'estremo che si considera. Per fissar meglio 
le idee, e per semplificare le dimostrazioni, considereremo sempre l'estremo 
superiore p, e supporremo p = l: ciò è lecito, perchè basta cambiare x in 
px nella serie proposta per ridurre ad 1 il raggio di convergenza. Sia 

f(x) = a^ + a^x + a^x^ + , «o + «i+^iH = <» i 

cambiando, se occorre, i sogni di tutti i coefficienti. Si tratta di far vedere 
che, dato un numero Z, arbitrariamente grande, f{x) diventa e resta mag- 
giore di l, appena x supera un certo numero, sufficientemente vicino ad 1. 
Preso r>i, si approfitti della divergenza della serie «o + ^i + «! + ••• per 
determinare v in modo che, per w>v, la somma ao+«i+«" + «n sia mag- 
giore di l\ e si osservi che, per x compreso fra ed 1 , 

K+«i + ---+«vi)+(«o+«i + -" + ^».i)a? + (ao+«i + --- + «v*8)^' + --->l 

1 — X 

ossia 

(«0 + ^1 -I h «v) + Vi + ^v.«^ + «v8«' + •••>''. 

Intanto il primo membro, moltiplicato per a?***, non differisce da 

{a, + a, + ... + a,)x'*'^(a, + a,x + ^.. + a,x') + f(x). 
Dunque 

r(x)>a,{l-^x'^') + a,{x^x''') + ... + a,{x'-^x'*') + rx'*'. 

Ora, fissato v, se si fa tendere a; ad 1, il secondo membro tende ad T, e 
però finisce per mantenersi superiore al dato numero {<{'; ed a fortiori sì 
avrà f(x)>l Dunque lìm/'(a?) = oo. 

21. Se due serie di potenze, a coefficienti positivi, sono divergenti per 
uno stesso valore x = p, estremo del comune intervallo di convergenza, e se, 
crescendo n indefinitamente, il rapporto dei coefficienti n**^*' fende ad un limi- 
te, anche il rapporto delle funzioni rappresentate dalle due serie tende allo 
stesso limite quando x tende a p, È questo il teorema su cui si fonda la de- 
terminazione assintotica delle serie di potenze. Bidotto ad 1 il raggio di 
convergenza, se si osserva che le funzioni 



(^(x) = a^ + a^x + a^x^ + , +U-) = ^o + ^^ + ^^' + ' 
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debbonojn virtù del teorema precedente, diventare infinite quando x tende 
ad 1, si vede che la proposizione enunciata è, per cosi dire, il teorema di 
THospital (11,29, b) delle serie di potenze. Del resto si noti che, nel caso 
attuale, Tapplicazione del teorema di l'Hospital non condurrebbe a nulla, 
perchè le derivate delle funzioni 9 e 4^ si presentano nuovamente sotto la 
forma di serie di potenze, divergenti per x=^h Ciò premesso, supponiamo 
che, almeno a partire da un certo valore di n, i coefficienti a„ e h^ siano 
positivi, ed ammettiamo resistenza, per n infinito, del limite l del loro 
rapporto, dimodoché, dato arbitrariamente il numero positivo e, si possa 
trovare un numero v, tale che per w> v sia sempre 



I b^ 



<£ 



cioè a„ compreso fra (Z— 6)6„ ed (i + e)6n- Ne segue anche (per rc>0) 



•l 



<e 



D'altra parte, /S^5a<o v, poiché ^[x) e ^(x) oltrepassano ogni limite quan- 
do X tende ad 1 , il rapporto 

- f A». -U ^ 7! -I -Uh f^\ 



1 



1- 



1 



(^ + *,a; + ...-f-J,.xVj 



{a^-\-a,x-\ Va^x") 



W) * «v*i + ^v.i^ + V3«' + • 



tende ad 1. Dunque, per ogni numero positivo e, si potrà trovare alla si- 
nistra di 1 un intervallo sufficientemente piccolo, perchè si abbia 

(i-e)(l-e')<-^|^<(i + e)(l + e') 

per tutti i valori di x, presi nel detto intervallo. Ne segue che, se si dà ar- 
bitrariamente il numero positivo tq, si può, per gli stessi valori di a;, avere 

(p(a?) 



+(^) 



<TQ ,6 però 



lim -— = i , 
4^(0?) 



prendendo, per esempio, e = ?e' = '/s'io < ^ 



22. Ora siamo in grado di completare ciò che si è detto circa la conti- 
nuità delle serie di potenze nell'intervallo di convergenza, giacche possiamo 
aggiùngere che anche negli estremi, se in essi converge, la serie rappresenta 
una funzione continua. In altri termini: se in un estremo dell* intervallo di 
convergenza una serie di potenze ha la somma l, la funzione rappresentata 
dalla serie tende ad l quando la variàbile indipendente tende dall'interno 
delV intervallo verso Vestremo che si considera. Questo importante teorema, 
dovuto ad Abel, si trova già completato dal teorema del §20. Sia 



f{x) -^a^-Y a^x -f a^x'^ -\- 



«u + ^i-|-«^H---~^ • 
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SI può sempre supporre i>0, perchè, se fosse i<0, basterebbe cambiare 
il segno a tutti i coefficienti, per ricadere nel caso precedente; e se fosse 
Z=0 si potrebbe cambiare il valore di a^. Ora si consideri la funziono 

Poiché i coetììcicnti, almeno a partire da un certo termine, son tutti positivi, 
si può applicare il teorema del precedente paragrafo alh\ funzione 9 ed al- 
l'altra: + =l + rc + rc* + Si ottiene 

lim(l— a?)9(a?) = lim(a^4"^i + "'"+0 1 ^^^^* lim/'(j?)=:/ . 

. 23. Osservazione. Non si creda che il teorema di Abel sia evidente. Si noti, 
infatti, che in esso si afferma T eguaglianza fra i valori di due quantità, sostan- 
zialmente diverse nel significato: 

lira(ao + fl4a: + a,ar' + ...) , lim(rto + «iH ìr^n) • 

Inoltre il detto teorema ci dà come sicura resistenza del primo di questi limiti 
quando esiste il secondo; ma può ben darsi che questo non esista quando esiste il 
primo. Eccone un esempio semplicissimo: 

lim(l — x-\'X^ — ..)=--- , lim(l — 1 + ...±1) non esiste. 

Del resto per altre serie il teorema non regge, giacché ì numeri 

\\m(u,(x) + u^(x) + u^(x) + ...) , lim(Mo(a) + M,(a) + ... + w^(a)) 

possono esistere entrambi, senza essere uguali. Per esempio 

\ìm({x — x*) + (x*—x*) + (x* — x*) + ...)=z\ , lim(0 + 0+... + 0) = . 

24. Applicazioni ed esempii : a) Col teorema di Abel abbiamo acquistato 
quanto ancora ci mancava per arrivare, in modo assai più rapido, alla conoscenza 
completa di certi sviluppi in serie, evitando Tuso della formola di Mac-Laurin. 
Così, per {svolgere in serie di potenze ìog(l-\-a!) ed arctgo; basta osservare che 
le derivate di queste funzioni sono 

e che le funzioni stesse si annullano per ^ = 0, per potere scrivere, in base alle 
sole indicazioni del § 10, 

X X X X 

log(l+a?) = ar — ~ + — — , arctgjr = ar — — + — — , 

in ogni intervallo ( — a, a), con a vicino quanto si vuole (ma inferiore) ad 1. Ora 
il teorema di Àbel ci autorizza ad estendere gli ultimi risultati anche al caso di 
OL = ly subordinatamente alla sola condizione che le serie restino convergenti : ciò 
accade per a; = l nella prima serie, e per ic = ±l nella seconda. Dunque 

, ^ , 1.1 ^ , 1,1 
log2=l , — = 1 
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b) In modo analogo si può determinare la somma della serie binomiate 

^/ X 1 , »* , *w(m — 1) , , m(»n — l)(m — 2) . , 
f(x) = 1-1 xA — ^- — — • x^ 4 — ^^ — ' a?' 4- 



per /t///i i valori di a; e di m, per i quali la serie stessa è convergente. Infatti 

r(")=».(i + -:-.'x ^<Jl:d^),.+(»-lH»-:^)(»"-»)^+.....) .. 

poi, moltiplicando i due membri per 1 H~^> ^^ osservando che 
(m— l )(m— 2)...(m— n-fl) (m— I)(m— 2)...(ni— n) _ w(m— l)...(m— n+1) 
~ (n-l)l "^ ni "^ «] • 

si ottiene (1 -f-«?)r(^) = ^w/*(^). ossia f'(x):f(x) = m:{l-{-x). Il primo mem- 
bro è visibilmente la derivata di \ogf(x), il secondo è la derivata di mlog(l-{-a?), 
e però queste funzioni possono differire solo per una costante, la quale, del resto, 
è nulla, perchè tali sono, per a? = 0, le due funzioni. Dunque /'(a?) = (l-f-^)"*. 

cj Due esempii di sviluppi assintotici, nel caso d'una variabile intera, cre- 
scente air infinito, ci sono già noti dal § 18: 

^ + J + ^ + - + '^ = ^''^'' + ^ + - ' 
lDg(n!) = nlog» — «+ V,logn4-logk^2ir-f 



Dal secondo è facile dedurre una proprietà, utile a ricordare per Tuso che spesso 

ne faremo: «7 coefficiente di x** nello sviluppo di ■ è assintotico ad . 

Infatti si ha Vl—x V^n 

1.3.5...(2n— 1)_ 1.2.3...2n _ (2n)l _e «*" _ i 



2.4.6. ..2n (2.4.6.. .2n)» 4>I)« y— (/— 

in virtù della formola di Stirling; ossia 

^.^1.3 6 (2n-l)^-^J^ 
«=• 2.4.6.. .2» J/~ 

d) Ora vogliamo utilizzare il teorema del § 21 per valutare assintotica- 

mente la funzione /"(jc) = a; + ^* + ^* + > manifestamente divergente per 

^*= 1 , ma convergente a sinistra di 1. Prima consideriamo la funzione 



9(^)=[^/^J^+[^^]^•M-[^/3]^M-•••+[^/;i]^'•+• 



legata ad f{x) dalla relazione evidente (1 — 07)9(37) = /*(a;), e paragoniamola 
all'altra 3 

-X) «=1-^— x+— a;M-2;;,-ga;'+ 

in cui il coefficiente di a?" è 



2.4.6. ..2n 2.4. 6.. .2n ^ ^ ' y^ ^ y- 
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Il lìmite del rapporto dei coefficienti di x^ nelle due serie ha dunque il valore 

Ne segue, in virtù del teorema invocato, 



_3 a?:=i _i. '» 



lim 
e però si può scrivere Teguaglianza 

a, + a;4 + ,,. + ... = Y.j/_^_ , 

assintoticamente vera a sinistra di 1. Proseguendo il calcolo si può giungere ad 
ottenere nel secondo membro, senza gravi difficoltà, l'espressione più approssimata 

Al medesimo risultato si perviene direttamente quando si conosce una certa pro- 
prietà ^) di f{pc)y che noi qui proponiamo come esercizio al lettore, quantunque 
non si sappia stabilire con mezzi elementari, quali son quelli di cui attualmente 
disponiamo: 

(l+«+^*+«*+ )(iog^y=(i+^'+«'''+«''''+ )('°siy • 

I numeri a? ed a;', presi fra ed 1, si suppongono vincolati dalla relazione 
log — log-T = '7r*. In virtù di questa x tende a zero quando x tende ad 1, nella 

X X 

quale ipotesi si ottiene subito 

'^^ K log- 

e) La serie f{cc) = 0? — a?* -|- a?' — non converge per a? = 1 , ma ciò 

non toglie che la sua somma possa tendere ad un limite quando x tende ad 1 
crescendo. Per trovare questo limite si osservi che nella serie 

ÌM. = a? + a;« + a:3 + x« + a»«^ |-x*5 + x" + x'« + 

il coefficiente di cxT' è_a^=l o a,, = 0, secondo che il massimo intero contenuto 
in |/n, ossia v = [|/n ] , è dispari o pari. Un calcolo facile dà 

1— C— D* f— lì* 

'*i + «t+«3 + - + «n= y-^(n + l) + ^--y^v(v+l) ; 

poi, osservando che O^n — v*^2v, si ottiene 

lim -^ =-i-- — ■ — ^=---±lim-— — = -— . 

n + 1 2 2n 2 



*) Cauchy : nMémoire sur la théorie des nomhresn (1830, p. 614). 
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Ciò premesso, basta paragonare la serie 

<p(a-) =a^x-\r{a^+ a,)*» + (a, -}- a, + «^ a?» + . 
con 

1 



( r~i)i = 1 4- Sa^ + 30!» + 4x» + . 



per vedere che si ha lìm(l — ^)*9(^)=ir- I^el resto (1 — o^y (^(x) = f{a)). 
Dunque 

lim (x — X* + x* — x" 4- ) = -r • 

f) Data a valutare la funzione f{x) = a? + Vi^'* + Vs^* + • • • > conviene 
considerare le serie 

,(.) = /^^ . 4.(,) = _i_,og^, 
nelle quali i coefficienti di a?** sono 

i + 4+j + ...+l . i+y+4 + -+^ _ 

continuando a rappresentare con v il osassimo intero contenuto in ^n. Il limite 

del rapporto di questi coefficienti è lim(logv:logn) = --- , e però f{x) è assin- 

11 **"" 

lotica ad —log . Per andare più oltre si consideri la funzione 

2 1 — X 

/'(«)-yl0gj— ^ = «!'» + «i3:* + «8X»+ , 

in cui 

e conseguentemente «i+«t + ^8 + ^Vi^J quindi, in virtù del teorema di 

Abel, 

iL-(Ax)-}iogj^)=]-c. 

Al primo membro si può dare un'altra forma osservando che, per x tendente 
ad 1, 

^^«^x ^^^x / 1 1 \ 

limlog- =:loglim =0 , cioè limjloglog [-log- -) = 0. 

1 — X 1 — X \ X 1 — XJ 

Possiamo dunque scrivere, a sinistra deirunità, Teguaglianza assintotica *) 
a,+Y,a;« + V.^' + - = -V,loglog^ + V.C. 

X 

g)hdi funzione /'(x) = P'"*x + 2»*"V + 3*^V + ... prende per x=l 
il valore finito li*"'*-l-2^"* + 3^~* + quando jji è negativo, ed invece cre- 
sce indefinitamente a sinistra di 1 nel caso opposto, cioè per (&^0. Siccome si sa 
che /'(x) = -- log(l — x) per fJi=0, ci resta da esaminare ciò che avviene nel 



•) So Din: « Sur les polynómes de Bernoulli » (GiorDale di Creile, 1. 116, p. 147). 
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caso di p. positivo. Qui bisogna richiamare *) la d^nizione della funzione gamma 

nlnf'' 

^^'*>-ÌSp,(^, + l)(^, + 2) (v. + n-l) • 

ed è utile ricordare, perchè ci avverrà di servircene in seguito, la proprietà 

^r(^)=r(|x+i) , 

in virtù della quale, essendo r(l) = l, è pure r(ji+l)=fi.! quando p. è intero. 
Inoltre 

Tornando alla questione, se si paragona f(x) con 

si vede subito che il rapporto dei coefficienti di x^ tende appunto a r(|i), per n 
infinito, e però 

lim(l^-^a? + 2»*-V + 3^-V + ...)(l -icf = r(jJL) . 

X3jisc-u.ssJ.on.e cl.eXle £^xzi.aBion.J.. 

25. Fra le più importanti applicazioni della forinola di Taylor è la ri- 
cerca dei minimi e dei massimi delle funzioni. Già si è visto (II, 21) che, se 
per a; = a la funzione f(x), a derivata unica /"W» passa per un minimo 
per un massimo, è /"(a) = 0. Ora supponiamo che a annulli le successive 
derivate di f(x), fino alla n**^ esclusa, o, come si suol dire, che a sia una 
radice multipla di f'{x), deirordine n — 1. Dalla formola di Taylor, pre- 
sa sotto la prima forma (§11), si deduce 

ni 
Quando x tende ad a, la quantità fra parentesi tende ad f^^Xa), e però 
f(x) — f{a) finisce per assumere e conservare il segno di {x — aYf\a). 
Questo segno varia con quello di a? — a se n è dispari, ma resta invariato 
e coincide col segno di f^'^Xa) se n è pari. Ne segue che nel primo caso non 
si ha né minimo né massimo, e nel secondo si ha certamente un minimo o 
un massimo. In altri termini : i valori di x che rendono minima o massima 
una funzione di x sono le radici semplici della derivata, e le radici multi- 
ple di ordine dispari. Secondo che il valore di ^**X«) è positivo o negativo 
si ha un minimo o un massimo (nel caso di n pari), o si può affermare che 
la funzione è crescente o decrescente (quando n è dispari). S' intende che in 
tutto ciò si suppone unica questa derivata w'""*, altrimenti, come si vedrà, 
può ben darsi che la proposizione enunciata cada in fallo. 



*) « Analisi algebrica » p. 484. 
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26. Esercizii: a) Fra i rettangoli che hanno un dato perimetro, il quadrato 
è quello che racchiude Tarea massima. Infatti, se a? è la lunghezza d* un lato, e 
2a quella del perimetro, Tarea è misurata dal numero i/ = x(a — xc). Intanto la 
derivata prima y=a — 2a? si annulla per oo = ^/^a, e poiché la derivata se- 
conda è negativa, si vede che per a) = ^/^a la funzione y raggiunge il valore 
massimo '/i^'. Similmente, fra tutti i rettangoli che racchiudono un'area a', il 
quadrato h quello che ha il minimo perimetro. Infatti, se a? è la lunghezza d*un 

a* a* 2a' 

lato, e 2t/ quella del perimetro, si ha y=cD-\- — ,y =1 j ,y" = — y . La 

ce oc oc 

prima derivata si annulla per a?=:a e per a?= — a; per questi valori è y">0, 
y"<0, rispettivamente, e però la funzione ammette un minimo 2a ed un mas- 
simo — 2a; ma soltanto il primo risponde alla questione geometrica, perchè que- 
sta richiede che sia a?> 0. 

h) Con un foglio rettangolare proponiamoci di costruire una scatola di vo- 
lume massimo, tagliando via dagli angoli quattro quadrati uguali. Se a e 6 sono 
le dimensioni del foglio, ed x l'altezza che si vuol dare alla scatola, il volume di 
questa è misurato dal numero 

y = a7(a — 2x) (8 — 2x) = ahx — 2(a + 5)a?* + 4a;' . 

Ponendo uguale a zero la derivata y'=a6 — 4(a + ^)i» + 12a?', si ottiene 

x= V, (a H- 6±:I/a«- fl6 + ^•') . 

La derivata seconda y"= — 4(a-}-^) + 24a? diventa zt:4j/a* — a6 + 6\ Per ave- 
re il massimo di y bisogna dunque ritenere il segno — , si deve cioè prendere 
.r=Vtt(^+ ^~- K^' — «^-|-^')t valore sempre compreso fra 7e^ ^^ Ve** ^^^ 
resto l'altra soluzione è illusoria, perchè dà un valore superiore alla metà della 
più piccola dimensione. ^ 

0^ Se si vuol discutere la funzione y=^x" nell'intervallo (0,oo), si co- 
minci dal notare che, quando x tende a zero, basta porre 07 = 1:^, e far poi cre- 
scere z all'infinito, per trovare y = l:^;', limy==0. Per ^7 = 1 è y = l, e per 
X crescente all'infinito la funzione tende a riprendere (II, 31, a) il valore 1. Si 
capisce dunque che, quando x varia da 1 all'infinito, la funzione deve passare 
per un minimo o per un massimo, ed è facile prevedere che si ha un massimo, 
giacché y> 1 per a7> 1. Per accertarsene si osservi che la derivata 

y' = a?^"'(l — Ioga?) , 

positiva per x<ie^ diventa negativa per a?>^, e però la funzione, prima cre- 
scente, decresce poi. Essa raggiunge dunque per a7 = e il massimo valore 

e^'= 1,444667 

Se si vuol constatare mediante l'esame di y" che la funzione passa effettivamente 
per un massimo, e non per un minimo, si osservi che 

da ii = illi°^ si deduce yyWl^.i^Slogx 
y a;' y* x^ 

Ora, facendo a? = ^ , y = e' , y'=0 , si ottiene y":= — e* : ciò basta per asse- 

ri re che e* è il massimo valore di a;*. 

II 
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d) Proponiamoci di trovare le basi dei sistemi di logaritmi, nei quali può 
esìstere un logaritmo uguale al numero corrispondente. Sia a la base incognita, 
e si cerchi se la funzione y = a? — Lega; può annullarsi. È manifesto che, per x 
positivo e sufficientemente pìccolo, come per x abbastanza grande, y è positivo. 
Affinchè questa funzione possa annullarsi occorre dunque e basta che il suo mi- 
nimo valore sia negativo o nullo. Questo minimo è determinato dall'equazione 

e per convincersi che si tratta realmente d'un minimo, e non d'un massimo, basta 
riflettere che per a;<Log^ la funzione decresce, per cominciare poi a crescere a 
partire da a;=:Log^. Il minimo valore di y è dunque 

Loge — LogLoge = Log- . 

Log e 

Perchè questo valore sia negativo o nullo è necessario che si abbia ^^^Log^, cioè 

successivamente, l<Loge' , a<e^ 

e) Vogliamo dimostrare che, nell'ellisse, la distanza del centro ad una nor- 
male qualunque non supera la differenza dei semi-assi. All'equazione dell'ellisse 
b*x* -\-a^ì/^ = à*ò'^ si può soddisfare ponendo a? = acos(p , y = 5sen9, dove 9 
varia da a 2iz. Il coefficiente angolare della tangente (II, 13) si ottiene deri- 
vando l'equazione della curva: 

h^X'\'a'yy =0 , 3/= — --- = . 

ary asencp 

Dunque l'equazione della normale è 

flsen(p 

y — osen(p = — ^(a? — acos(p) , 

6COS9 

cioè, riducendo, fla;sen<p — 6ycos9 = (fl* — 6')sen<pcos9; e però la distanza di 

questa retta al centro è 

(a' — ò*) sen 9 cos 9 



J/a*isen'9 + ^'cos' 9 
ponendone uguale a zero la derivata rispetto a 9 si ottiene 

(a* sen* 9 + ^* cos' 9) (cos* 9 — sen* 9) — (a* — 6*) sen* 9 cos*9 ■= , 

cioè a'sen*9 — 6*cos*9==0, d'onde, limitandoci a considerare il primo quadran- 
te, \g(^^=yb:a\ poi, per questo valore di 9, 



) = l/"7-', , cos9=l/— -^ , sen9cos9= 



Vab 

sen9-^/--:p , eos9-^— ^ , sen9cos9= — ^ , 

e finalmente a* sen* 9 + 5* cos' 9 = a^ , hz=a — h, 

f) Si può dimostrare che la luce impiega il minor tempo possibile quando 
passa da un punto ad un altro attraverso due mezzi omogenei, separati da un pia- 
no. Siano infatti a q b \e distanze dei punti, che si considerano nei due mezzi, al 
piano di separazione; sia 9 l'angolo d'incidenza, ^ Tangolo di rifrazione, nv e t? 
le velocità della luce nei due mezzi; e si osservi che il tempo impiegato nel pas- 
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saggio da un punto all'altro è 

ì / a , b \ 
t = -( f r). 

V \nc0s9 cos^J 

Gii angoli 9 e 4^ sono fra loro vincolati mediante la relazione 
dalla quale, derivando rispetto a 9, si deduce 



= 



cos*9 cos'4' 
Intanto si ha 

, 1 /asen9 òsentp \ a(sen9 — nsenf^) 

V \ncos'9 cos*v|; / wrcos'9 

e si vede che dev*essere sen9:sen4'=n perchè t' si annulli. É questa appunto 
la notissima legge di rifrazione, scoperta da Cartesio, e presentata da Ferra at 
e da Leibnitz come un caso particolare della legge universale di risparmio j 
che presiede alle manifestazioni di tutti i fenomeni naturali , anche di quelli che 
più sembrano ribelli alle investigazioni matematiche *). 

ff) Nelle questioni geometriche accade talvolta che il minimo (0 il massi- 
mo) di cui si va in cerca sia relativo (II, 20) ad un certo intervallo, in cui la va- 
riabile indipendente è obbligata a rimanere per le condizioni stesse del problema; 
ed allora può ben darsi che la derivata non si annulli, e che, per conseguenza, la 
ricerca riesca infruttuosa. Bisogna pertanto, ogni volta che la variabile indipen- 
dente non può uscire da un determinato intervallo, aver cura di scegliere altri- 
menti tale variabile, pure indagare direttamente se per avventura negli estremi 
non sì verifichi un minimo un massimo, che potrebbe rispondere alla questione 
proposta, quantunque non sia minimo massimo nel senso assoluto. Un esempio 
semplicissimo ci si presenta nella ricerca della minima massima fra le corde di 
un circolo, che hanno un estremo fisso A, ed un altro mobile M. È chiaro a 
priori che si ha il minimo r==0 quando M coincide con A, ed il massimo r=2a 
quando M coincide col punto B, diametralmente opposto ad A sulla circonferen- 
za. Se si prende AB come asse delle ascisse, ed A come origine, si ha r' = 2aj7, 
poi rr'=ay e si vede che r non si annulla né in A né in B. Ciò si deve al fatto 
che la variabilità di j: è limitata air intervallo (0,2a), e che il minimo ed il 
massimo cercati avvengono proprio negli estremi. Se invece si prende come va- 
riabile indipendente l'angolo 6 = MAB, si ha r = 2aco86,r'= — 2asenO, e si 
trova il solo massimo r = 2a, corrispondente a 6 = 0. Ciò si spiega osservando 
che 6 varia soltanto nell'intervallo ( — Y, , Vi^)> "^S^* estremi del quale si ve- 
rifica il minimo r=:0, relativo all'intervallo stesso, mentre il massimo r = 2a 
avviene per 6 = 0, cioè per un valore che cade nell'interno del predetto inter- 
vallo. Questo massimo è dunque tale anche nel senso assoluto, e però r deve an- 
nullarsi. Sparisce ogni difficoltà se il punto A si sposta, per esempio, verso B, 
arrivando alla distanza b dal centro, nel qual caso si ha r' — 2èrcos6 -j-6' = a'; 
poi derivando, e ponendo r' = 0, si ottiene sen6 = 0, cioè 6 = ed r=a-\-by 



*) Leggi^in proposito, Tinteressante capitolo sulla direzione del movimento nei aPremiert 
prineipesj^ di Spencer. 
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:« ed r = a — ò. Una nuova derivazione dà 

òrcosO __ ±b{adzb) b 






dcos6- 






e così si vede che a-{-^ è il massimo, a — 5 il minimo valore di r. 

A^ Sia 9(a?) una funzione continua intorno ad ii;=:0, ma discontinua di 

prima specie per c/; = 0: sia <p( — 0) <0 , 9( l-0)>0. Per esempio si può pren- 

J. .*- 

dere 9(a') = (e* — 1); (e* + 1), osservando che (^{zpO)=:izpl, La funzione 

/•(or) = a?' 9(a') non ha, per it' = 0, né minimo né massimo, perchè intorno allo 

zero la funzione 9(0;), continua, ha il segno di x, e però altrettanto si può dire 

di f{x)f che per conseguenza è crescente tanto a sinistra quanto a destra dello 

zero. Intanto » 

Analogamente /^'(O) può non esistere; ma, nel caso opposto, si ha 

r(0)==lim ^^'^^"""^^^^ = 21im^f-^=rr21imy(j?)=^2y(±0)>0. 

In tutti i casi si può affermare che non è /'"(0)r=0. Adunque -per x = ^ nulla 
la derivata prima di f(x), ma non la denrata seconda, eppure f(0) non è né 
un minimo né un massimo di f(x). Ciò si spiega osservando che la derivata se- 
conda non è unica. 

ij Discutiamo, per finire, il modo di variare della funzione r(a?) quando x 
va da air infinito. Richiamata (§24,^) la definizione 

n\r^ 

r(^)— iim ^(^^i)(^_|.2jt:^t:(^+«-i) ' 

ci converrà farne uso prendendo i logaritmi dei due membri : 

«e 

logr(a?)=2(^logn — (a?-l)log(n — 1)— log(a? + n-l)) . 
1 
Derivando si ottiene 



r(a;) -^V «-1 x + n-l) 



con 1* avvertenza di porre al posto di logO; ed in particolare (§18, a), per 
a = 1 , si trova 

™=2('og;^l-Ì-)=-iis(l-l-i + J + -+è-H=-'- 

Quindi 

r{x) ^ x^ 2 x + \ ^ 3 x-\-2^ 

Il secondo membro cresce con a^ e poiché per a: = l e per a; = 2 prende i va- 
lori 0<C ed 1>C, diventa uguale a C una volta sola: ciò avviene per un 
certo valore 0? = ^, compreso fra 1 e 2, radice unica di V(x). Siccome si ha 
V(x)<C^O r'(a;)>0 secondo che a;<4 o a7>è, si vede che V{x) è prima de- 
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crescente, poi crescente, e però r(4) è il mimmo valore di V(x). Alla medesima 
conclusione si perviene osservando che 

r(4)"~è'"^(è+i)*'^(4+2)« + >^- 

Il valore della radice 4, già isolata nell'intervallo (1,2), sì ottiene applicando 
i noti ♦) metodi di approssimazione. Un calcolo facile dà 

4=1,4616321 r(4) = 0.8856032 



Quando a? varia da 4 air infinito, la funzione, crescendo sempre, oltrepassa ogni 
limite, giacché r(a; + l)>[a?]! Essa cresce anche quando oc va invece decre- 
scendo da 4 verso zero; e cresce indefinitamente, perchè 

lim^r(^) = limr(a;+l) = r(l) = l . 

In altri termini, per x tendente a zero, r(a?) è assintotica ad — ; anzi, se si os- 
serva che ^ 

lim/r(aj)-l) = lim-i^-t.^)j^i = Iimrx«' + l^ 

si può scrivere r(a?) = C, assintoticamente; ecc. Alla formola completa sì 

oc 

perviene più rapidamente svolgendo r(a?-{-l) in serie di potenze, e dividendo poi 
tutto per oc. 

3E^o3:?zxi.ole cl.*in.'tex*x>olcitz±oj:i.e. 

27. Costruire una funzione y = f(x)^ tale che ai valori ^4,0?, , ir,, 

della variabile indipendente corrispondano dati valori yi.ì/,,y3, della 

funzione, tale cioè che si abbia f(x^)=y^ , A^i)=y« 1 A^8)=y8> • 9^®* 

sto è il problema àoìV interpolazione^ problema naturalmente indetermina- 
to, in generale. N'ondimene, se si vuole che y sia una funzione intera, di 
grado inferiore ad w, basterà prescrivere n coppie di valori corrispondenti 
perchè la funzione sia pienamente determinata. È infatti nota fin dagli ele- 
menti dell'Algebra T identità necessaria fra due polinomii, uguali per valori 
della variabile, in numero superiore al grado dei polinomii stessi. Simil- 
mente, quando lima:„=0, il problema è determinato se si vuole che la fun- 
zione sia sviluppabile in serie di potenze; e può anche darsi che in questa 
forma non ammetta soluzione. Infatti, supposte esistenti due siffatte funzio- 
ni, la loro differenza a^ + a^x + a^x^ -\- deve annullarsi per infiniti va- 
lori di z, tendenti a zero, e per conseguenza, in virtù della continuità, deve 
annullarsi per a;==:0. Ne segue ao=0; ed osservando che anche a^-{-a^x-{' 

a^x^-^- è annullata dai medesimi valori di a?, si trova analogamente 

0^ = 0, poi a^ = 0, ecc.^ vale a dire che le due funzioni coincidono. È poi 



*) « Analisi algebHca » p. 419. 
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evideDte che, se i numeri yx^y^.y^t souo dati a caso, è ben difficile che 

la funzione cercata esista, giacché occorre, prima di tutto, che, nel crescere 
di n airinfinito, i predetti numeri tendano ad un limite finito. 

28. Funzioni interpolari. L'espressione 

x^ — x^ 
si chiama funzione interpolare àel primo ordine. Quella del secondo ordine ò 

A^t > ^, . ^.)- ^—^^ • 

Cosi proseguendo si arriva alla funzione interpolare dell'ordine n — 2, e si 
definisce quella dell'ordine n — 1 scrivendo 

« 1 » »^f 1 ^8 » ••• » ^«/ — ; . 

Tutte queste funzioni si possono esprimere direttamente mediante i numeri 
dati yi^ytjVsx Infatti si ha 

poi, sottraendo e dividendo per a:, — a:,, 
w, .. ,v_ yi A yt_ _j Vs 

È facile intuire il risultato generale 



f{^i ^'•»---i'0=/-: — -T7-; — ^r\ — r:. — 7T~I — "•" 



che si verifica col solito procedimento. Questa formola, dovuta ad Ampère, 
mostra che ogni funzione interpolare è funzione simmetrica delle variabili 
da cui dipende. 

29. Formola di Ne'wton* La definizione delle funzioni interpolari 
ci dà subito le uguaglianze 

f(^) = f(^\ ) + (^ — ^i) f{^\ 1 ^) f 
fipOi » oo) = f(ut , .r,) + (.V — x^)f(a\ , w^ , a?) , 

fW\ , «'^t » ^') =f(^\ 1 *«•« » '^'s) + («^- — •>i3)/'(''i » -^'a » -^3 > *'•) 1 



dalle quali, moltiplicando la seconda per x—x^y la terza per {x—x^^x—x^), 
ecc., la (n — 1)''"'* per {x-'X^){x—x^),..{x — x^_^^ e sommando, si deduce 

A«^0 = A'i'i ) + (-^t^* — ^'i) f{''\ 1 •^•*) + (^- — 'i) ( '• — •'\) fi'^'i » ^1 , ^-a) + 

+ {^' — ^^\) (^' - •'-«) • . • ( ''^ — ^'n^i)f('^A » -'l » . • • » i'^rt-i , ^'"^) • (12) 
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Ora, se si vuole che f(x) sia un polinomio di grado w— 1 (o eventualmente 
di grado inferiore), si osservi che, in questa ipotesi, f{^)'—f{x^) è divisi- 
bile per a? — a?!, perchè si annulla per x^=x^. Ne segue che f(x^^x) è un 
polinomio del grado w — 2, e poiché questo polinomio deve prendere il va- 
lore fipo^.x^ quando si fa x=^x^, la differenza f{x^^x)'-f{x^,x^ è divi- 
sibile per a? — X,, e però f{x^,x^,x) è un polinomio del grado n — 3; ecc. 
Continuando si riconosce che f{x^^x^y...yX^_^yX) è una costante^ dimodo- 
ché si ha 

f{x^ , .r, , ... , aj^__^ , x)z=zf{x^ ,^, 1 .. . , ^n-i » ^n) ; 

poi, sostituendo in (12), 

f{^) = A^i) + C^' — ^i)/'(^i . ^i) + {x — 57^) (a? — a7,)/*(a'4 , a?, , a?,) + 

+ (a?-a7,)(a; — .T,) C^ — a:^.^)^^!» ^i» «?8 » ••• . ^«) • (13) 

Questa é la forinola di Newton, mediante la quale si può sempre costruire 
runico polinomio, di grado inferiore ad n, che prende i valori prescritti yj> 
y«»---»yn i^ corrispondenza dei valori x^,x^,.,,,x^ di x. Il grado del poli- 
nomio, generalmente uguale ad n — 1, può riuscire più basso, ed effettiva- 
mente ciò avviene tutte le volte che i numeri y sono dati in modo che la fun- 
zione A^i»^i»---»^n) risulta uguale a zero. 

30. Forinola di Lagrangia. Per far comparire esplicitamente, nel 
secondo membro di (13), i numeri ^tì^sf-i^n' basta fare uso della for- 
mola di Ampère, dimostrata nel §28. Prima si osservi che, essendo ogni 
funzione interpolare esprimibile in forma lineare ed omogenea delle y, an- 
che f(x) ha questa forma, vale a dire che si può scrivere 

r(x) = y, r,(x) + yj^ix) + y,f,(x) + ...+ yJJ,x) . (14) 

Ciò premesso, la funzione f^(x) si determina subito, mercè la formola di 
Ampère, dopo avere osservato che soltanto l'ultimo termine di (13) con- 
tiene y„. Basterà poi cambiare x^ in qualunque x^ per ottenere, in virtù 
della simmetria, l'espressione di f^(x): 

La formola (14), in cui le f^ hanno il significato (15), è la forinola di La- 
grangia. Questa si può, del resto, stabilire direttamente, osservando che, 
se si vuol tentare la risoluzione del problema con un'espressione della for^ 
ma (14), occorre che fjix) sia un polinomio di grado inferiore ad n, che 
diventi uguale ad 1 per x = x^, ed invece si annulli per ogni x^=x^,^x^. 
Evidentemente un tal polinomio non può avere un'espressione diversa dalla 
(15). Trovata così una funzione intera /(a;), che risponde alla questione, 
già sappiamo che non può esisterne un'altra, a meno che il suo grado non 
raggiunga o superi n. 
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si. Il secondo membro di (13) rappresenta una funzione che prende i 
valori prescritti y«=/(a:|),y, = /'(:r,) , ... ,yn=A^«) quando ad x si attri- 
buiscono i valori a;^ ,a?, ,...,x„. La differenza fra il primo ed il secondo 
membro è una funzione K„(ìf), che si riduce identicamente a zero sol quan- 
do /■ sia quella particolare funzione intera, di grado inferiore ad «, che 
viene individuata dalle precedenti condizioni; ma, in generale, di KJa;) si 
può dire soltanto che ammette le radici ar^ ; a:, , . . . , a?^ . Supponiamo questi 
numeri già disposti in ordine crescente, ed osserviamo che la derivata B'^(a;) 
deve annullarsi (11,22) per n — l valori di a?, presi rispettivamente negli 
intervalli (a?^ , x^ i (a:, , ajj) , . . . , {x^_^ , a;J. Similmente R'^(a;) si annulla per 

«—2 valori di a?, certamente compresi fra x^ ed x^\ ecc. Finalmente R^"^ Va;) 
deve annullarsi per un numero è, appartenente all'intervallo (a;j,a?„). In- 
tanto si ha 

Rr''(^) = /'^'""'^(^0-(n-l)!r(a7, ,x^ a.J . 

Dunque 

A^,,^,,...,a:J='^— -^j. (16) 

Questo teorema è assai utile in certe questioni geometriche. Si noti che, se 
X| , X, , . . . , x„ tendono simultaneamente ad a, anche 4 tende ad a ; quindi, 
ammessa la continuità di f^'^~^\x) per x = a, 

lim f{x', , ^., , . . . , a: J = [^-zri)'i • ^^"^^ 

Tornando ad B^, osserviamo che dalla (12), dopo aver cambiato n in n-|-l, 
risulta 

R«=(^— ^i)(^— ^'2)---('^— «^OA^^i ,'^a,--.,'^n»*^') ; 

quindi, indicando con 4 un numero medio fra x^ , x, , . . . , x^ ed x, 

R„ = (^^-.r,)(a.-a;,)...(a'-^J^ . (18) 

Cosi la formola di Newton, in cui si aggiunga questa espressione di B„ al 
secondo membro, ci si presenta come un'estensione della formola di Taylor 
(§ 12) completata col resto di Lagrangia, ed in virtù di (17) si riduce ef- 
fettivamente a quest'ultima formola quando a;| , a;, , . . . , a;„ si fanno tendere 
simultaneamente verso un limite a. 

32. Applicazioni: a) La proprietà (17) ci mette in grado di rispondere alla 
questione accennata in fine del § 27, ci permette cioè di trovare quella funzione 
f(x)y sviluppabile in serie di potenze, che prende valori assegnati a priori cor- 
rispondentemente ai valori a\ , ^', , ^^ , di x , tendenti a zero. Siano n\ n\ 

n"\ ... numeri qualunque, differenti tra loro e maggiori di n: se i numeri 

\\mf{,v^) = a^ , \\mf{x^,x^):=a, , linì/"(.r„ ,./„,, ./v) = rt,, ... 

esistono, la funzione cercata è f^jj) = «o + ^i^* + ^«^'' + 
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b) Il calcolo del logaritmo volgare (cioè in base 10) d'un numero qualun- 
que si può sempre ridurre al calcolo del logaritmo d*un numero grande quanto si 
vuole, moltiplicando, se occorre, il dato namero per una potenza di 10. Vogliamo 
far vedere che, quando le tavole di cui si dispone sono ad n decimali, basta ren- 

dere il numero x (di cui si vuol calcolare il logaritmo) maggiore di IO*-* , per 
poter fare uso della nota regola 

v+1 

Log X = Log V + (-*'* — v) Log , 

dove V rappresenta il massimo intero contenuto in x. Infatti, se si applica la for- 
mola di Newton, completata col resto (18), alla funzione Loga?, prendendo 
a7^ = v ,a;, = v-|-l, si ottiene appunto la precedente uguaglianza, col secondo 
membro aumentato di 

R = (^-v)(v+l-»a.)^. 

Ora osserviamo che (x — v) (v -[- 1 — ar) , prodotto di due fattori, la cui somma 

è 1, non può (§26, a) superare — , e ricordiamoci (1,20, e) che »w<— . Ne 

segue subito che, entro i limiti di approssimazione, fra i quali sono stati eseguiti 
i calcoli, R è trascurabile, perchè 

c) Se le a: e le corrispondenti y si considerano come coordinate di punti 
d'una curva, la funzione interpolare del primo ordine rappresenta il coeflSciente 
angolare d*una corda M^M,. Immaginiamo presi M^ ed M, in prossimità del 
punto M, corrispondente all'ascissa a, e facciamoli tendere ad M. Se la derivata 
y' è continua per a? = a, l'eguaglianza (17) dà*) 

^1 — ^1 
e ci dice che la tangente in M è la posizione limite di tutte le secanti M^M,, 
mentre la definizione della tangente non ci per nette di affermare ciò se non quan- 
do un estremo della corda si trova già fissato in M. 

d) Anche }a funzione interpolare del secondo orc'ine ha un semplicissimo 
significato geometrico. Si sa infatti dalla Geometria analitica che Tdcea del trian- 
golo MjMjMj, nell'ipotesi che i vertici siano incontrati in quest'oidine stesso da 
un punto che percorre il perimetro lasciando il triangolo alla sua sinistra, è 



a=^U 



= Vj (^« — ^3) (^3 — ^1) (^1 — ^\) f{^x » ^» 1 ^a) 



1 ^i Vi 

Ora, data la curva t/ = f(x), supponiamo continua e diversa da zero, per x=a 
la derivata seconda /"'(^), e determiniamo (1,23) intorno ad a un intervallo 



*) Questa eguaglianza si potrebbe assumere come definizione della derivata, e con ciò si 
avrebbero certi vantaggi, indicati da Peano in Mathesis (1892, p.l2). 
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nel quale f"{x) conservi il segno di f"{a). Agli estremi d'un tale intervallo cor- 
rispondono sulla curva due punti P e Q, ed in virtù di (16), per tre punti qua- 
lunque M, ,M, ^Mj, presi sull'arco PQ, è chiaro che f(ix;^yX^,x^ ha il segno 
di f\a). Ciò premesso, dopo aver fissato M, , si prenda M, alla destra di M^, 
in modo cioè che sia fl?,>a?j, e si scelga M3 in guisa che un punto mobile, arri- 
vato da M, in M,, debba voltare a sinistra se vuol proseguire per M3. In que- 
ste condizioni cr sarà positivo, e però (a:, — ^i)(^3 — ^j) avrà il segno di /"'(«), 
cioè f'\a) è positivo o negativo secondo che x^ sta fuori 
dentro l'intervallo {x^,x^. Intanto è facile riconoscere che il 
punto M3 deve star fuori dell'arco M^M,, deve invece ca- 
dere nell'interno di tale arco, secondo che questo è convesso o 
concavo verso la parte inferiore della figura. Ne segue che 
^ * f"{a) è positivo nel primo caso, negativo nel secondo. Si vede 

cosi che il segno di f'\x) può servire a riconoscere, lungo la curva y^=f(x)^ 
quali archi (convenientemente piccoli) volgono in su la loro concavità (/*">0) , 
quali invece la volgono in giù (/*"<0). 

e) Quando, nelle circostanze indicate, i punti M^ ,M,,M3 tendono simulta- 
neamente a confondersi col punto fisso M(x = a), anche il circolo circoscritto al 
triangolo M^M,Mg tende a confondersi con un circolo fisso, che si chiama circolo 
osculatore alla curva, in M, per ragioni che in seguito appariranno più chiare. 
Per dimostrare l'esistenza del suddetto circolo limite basta far vedere che il cen- 
tro del circolo MiM^M, tende a collocarsi sopra una retta fissa, e che il raggio 
tende ad un limite p. Intanto è noto dagli elementi della Geometria che la lun- 
ghezza di questo raggio si ottiene dividendo per 4<7 il prodotto l^l^l^ delle lun- 
ghezze dei lati del triangolo M, M,M3. D'altra parte, se con 9i, 94,93 si rappre- 
sentano le inclinazioni dei lati stessi sull'asse delle a;, si ha 

àz{x^ — ^8)(A'8 — ^i)(^i — ^t) = ^i?, '30039,005 9, cos 93 . 

Ne seguo, osservando che questi tre angoli tendono all'analogo angolo 9, relativo 
al punto fisso M, e ricordando la proprietà (17), 

di — = 2\ìmf(x^yX^, j-^) cos 9, cos 9, cos 93 = f"(a) cos' 9 , 
P 

dove tg(pz=f\a). Dunque 3 

, (i+r'(«))' 
p ria) 

Questa lunghezza, molto importante per lo studio delle curve, si chiama raggio, 
di curvatura. Si noti, per finire, che il centro del circolo M4M,M3 si trova co- 
stantemente sulla perpendicolare elevata ad MjM,, nel punto di mezzo, e poiché 
nel tendere di M^ ed M, ad M la retta M^M, tende alla tangente in M, è chiaro 
che la suddetta perpendicolare tende invece a confondersi con la normale^ d'onde 
segue che il circolo osculatore in qualunque punto d' una curva sta fra quelli che 
tQCcano la curva nel punto che si considera. 
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33. Una funzione razionale si può *) sempre porre sotto forma di quo- 
ziente di due funzioni intere f{x):g{x), prime tra loro. Inoltre, immagi- 
nando già estratta la parte intera di questo quoziente, ò lecito supporre il 
grado di f inferiore a quello di g. Data g(x) = (x — x^){x — x^)...(x — xj, 
con radici tutte semplici^ si rappresenti /* mediante la formola d'interpola- 
zione di Lagrangia. Prima si osservi che neirespressione (15) il numera- 
tore ed il denominatore valgono rispettivamente 

g{x):{x — x^) , g'icr^^'^O . 
Ne segue 

V V x—u,\g (j\) X — x^ g (or J "^ 

quindi, sostituendo in (14), 

.^>=.-'''- + -^^ + ... + -^. (20) 

g\X) X — x^ X — a?j • X — x^ 

Cosi la funzione data si trova decomposta in una somma di frazioni' sempli- 
ci. Si vedrà nella terza parte del corso quale sia l'utilità di questa decom- 
posizione. 

34. Poniamoci ora nel caso generale : sia 

g{x) = (./; - a)\x - P)' = (^- - a)>(^) , 

dimodoché 9(o()^0. Identicamente 

r{^)_ CI, f {x)^a^^{x) 

g{x) {x-af^'ix^aMx) ' 

qualunque sia a^; ma questo numero si può fissare in modo che f—a^^ rie- 
sca divisibile per x — a, per la qual cosa occorre che sia /'(a) — a^9(a)=0, 
cioè 

9(«) '•^^»^ 
Allora, chiamati fi Q gì i quozienti di f — a^9 e di ^r per x — a, si ha 

g(^x) ix^ay~^g,(x)' 

e si è condotti a decomporre la frazione fi'-gi, più semplice di f:g perchè 
Tordine di a, come radice del denominatore, si trova abbassato ad r — 1. 
Immaginando ripetute le considerazioni precedenti si può senz'altro scrivere 






^iC>0 C/;-ap'^^,(-r 



*) Vedi, per esempio, il « Corso di Analisi algebrica » eli Capelli e Garbieri, p. 418. 
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dove 

'''-* 9(«) 9(«)" 

e così di seguito, finche si giunge a 






dove gXx)^ ossia 9(0;), non ha più la radice a. Passando ora a considerare 
la radice p, poi le altre, successivamente, si vede che si perverrà finalmente 
alla formola 

/X;^^_^ , ^t I j ^_ 

che include (20) per r = 5 = ... = l, come la legge (19) per la formazione 
dei coefficienti è inclusa in (21). Qli altri coefficienti» nel caso generale, sono 
dati da formole sempre più complicate *); ma di queste, come della (21), si 
fa raramente uso nella pratica del calcolo, dove, una volta che si è riusciti 
a constatare la possibilità di porre la frazione sotto la forma precedente- 
mente ottenuta, si ricorre di preferenza al metodo dei coefficienti indeter- 
minati. 

35. Ordinariamente la frazione data ha i coefficienti reali; ed è conve- 
niente, per ragioni che pooremo intende**e in seguito, decomporla in frazioni 
semplici, che siano anch'esse a coefficienti reali. Con questo scopo i fattori 
lineari di g, corrispondenti a due radici immaginarie conjugate azhip, si 
lasciano accoppiati nel prodotto x^ -\-px-\-q^ che si considera come deno- 
minatore d'una frazione semplice. Per calcolarne il numeratore applichiamo 
la formola (19) ricordandoci **) che i numeri ottenuti sostituendo in f:g 
una volta a; = a + ^P» ^d un'altra a; = a — ip, sono conjugati. Se li rappre- 
sentiamo con X + i[i e X — ep,, le radici considerate daranno luogo, nella 
formola (20), alla somma 



^ — (a + ''P) x — (a — i^) cc^ + V^o-\-q ' 

in cui a e & sono, come i> e g, numeri reali. Se, per esempio^ g ammette 
soltanto radici immaginarie semplici, si potrà scrivere, invece di (20), 

supponendo 9(x)=(x^+PiX + qi)(.^*+Pi^+q^)'"(x^^+Pn^+Qn)- O^'a, pas- 
sando al caso delle radici multiple, supponiamo 5'(^) = (^'+i>JJ4-2)''9(a;), 



*) « Analisi algebrica » p. 495. 
**) (( Analisi algebrica » p. 346. 
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ed osserviamo cho neir identità 

si può disporre delle costanti a. e 6 in guisa che f — (aa;^-&)9 riesca divi- 
sibile per x^+px-\-q: basta mettere X-[-|jl— -— al posto di ax-\-b^ dopo 

P 
aver calcolato X±epL = /'(a±^P):9(a±tp). Proseguendo in tal modo, come 

nel paragrafo precedente, si vede che ogni coppia di radici immaginarie con- 
jugate, multiple deirordine r, dà luogo, nella decomposizione di f:g in fra- 
zioni semplici, ad una somma di questa forma: 



^^+pjc + q ' {x'+px^qy ' ' {^""-{-p^ + qj 



IV. FUNZIONI DI PIÙ VARIABILI. 



X^x*±zxi.o zi.oz±oxi.±. 

1. Immaginiamo n variabili a:,y,^,..., indipendenti fra loro, cioè tali 
che il valore attribuito ad una non menomi in alcun modo la libertà d'im- 
porre ad un'altra qualsiasi quel valore che più ci piace. L'insieme dei siste- 
mi di valori che ad esse possono attribuirsi costituisce un campo ad n di- 
tnensioniy di cui è caso particolare, per n=l, ciò che abbiamo precedente- 
mente chiamato intervallo. Se ad ogni sistema di valori delle n variabili, 
appartenente ad un certo campo, si fa, con un criterio qualunque, corri- 
spondere un numero, l'insieme di questi numeri costituisce una funzione 
delle n variabili, definita in quel campo, e si rappresenta con f{x,y yjs^,,,). 
Si suole anche dire che la funzione è definita per ogni punto del campo, in- 
tendendo per punto niente altro che un sistema di n valori particolari qua- 
lunque, attribuiti alle variabili indipendenti. Le proprietà dimostrate nel 
primo capitolo, per le funzioni d'una variabile, si estendono facilmente alle 
funzioni di più variabili. 

2. Continuità. Quando alle variabili indipendenti si attribuiscono gli 
incrementi ^a;,^^,..., ne risulta per la funzione T incremento 

Si dice che la funzione è continua se, col far tendere simultaneamente a 
zero gli incrementi 5a;,^y,..., senza porre tra loro alcun legame, 5/' tende 
sempre a zero. Fissati i valori di n — 1 variabili, /* può riguardarsi come 
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funzione della rimanente variabile, ed è chiaro che, quando è continua ri- 
spetto al sistema delle variabili, la funzione è continua rispetto a ciascuna 
di esse; ma non bisogna credere che la reciproca sia vera, vale a dire che la 
continuità di f\x,y,,.,) consista semplicemente nella continuità rispetto 
ad rc,y,..., variabili separatamente. Per convincersi che una funzione può 
essere discontinua, malgrado che sia continua rispetto a ciascuna delle va- 
riàbili da cui dipende^ basta considerare, per esempio, una funzione delle 
coordinate cartesiane d'un punto, la quale abbia il valore 1 sugli assi, e sia 
nulla in ogni altro punto. Una simile funzione è manifestamente discontinua 
neirorigine, sebbene sia continua rispetto a ciascuna variabile, quando l'al- 
tra si pone uguale a zero. Basta il semplice cambiamento del valore 1 in 0, 
neirorigine, perchè in questo punto la funzione perda la continuità rispetto 
alle variabili considerate separatamente; eppure si può dire, malgrado ciò, 
che la nuova funzione è infinitamente meno discontinua delPantica. 

3. Derivate parziali. Quando la f si considera come funzione della 
sola X, della sola y, e così via, le sue derivate successive si dicono derivate 
parziali rispetto ad a;, ad y, ... , e si rappresentano con t'iyfy^Zx^fxy ' 
/"^,... Per esempio, nel caso di due variabili indipendenti, si ha, dopo aver 
fissati arbitrariamente x qA y , 

poi da t';g si deducono analogamente /^'^ ed f^^y come da f'^ si deducono 

t X ®^ f » ^^^' P^J'chè esistano le derivate parziali occorre, naturalmente, 

che la funzione sia continua rispetto a ciascuna variabile, ma non è neces- 
saria la continuità nel senso complessivo, dichiarato nel precedente para- 
grafo. Ora vogliamo dimostrare che, nella ricerca delle derivate parziali suc- 
cessive, Vordine in cui si eseguono le derivazioni non influisce sul risultato, 
purché le funzioni che successivamente si ottengono siano continue. Possia- 
mo evidentemente limitarci al caso di due sole derivazioni, e far vedere che 
la derivata di f^ rispetto ad y non differisce dalla derivata di f'^ rispetto 

ad X, tutte le volte che le funzioni fornite dalla derivazione, ossia /"^'^ ed 
/"^, sono continue. Attribuiti ad a; e ad y gli incrementi 5a;=74,%=/c, si 
consideri Tespressione 

^ = f{^jo + h,y^h)^ax+h,y)^l\x,y + h)^\^f{:c,tj) . 
Scritta nel seguente modo 

^ = {f{^' + h,y + k)^f{x-\~h,y))^{f{.c,y-\-h)^f{x,y)) , 
essa rappresenta T incremento che subisce la funzione f{x,y-\'h)—f\x^y)^ 
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quando, lasciando costanti y e %, si passa dal valore x al valore x + h; e 
però, se si applica il teorema di Lagrangia (11,25) alla predetta funzione 
di a;, si ottiene 

R = A(r>+o/i,y+A)-/:G^+eA,i/)) . 

per un conveniente numero 6, compreso fra ed 1. Ora ci troviamo in pre- 
senza dell' incremento che subisce /'^(a?+OA,y) quando, fissato ar + O/i, si 

attribuisce ad y l'incremento Jc. Ne segue, in virtù del medesimo teorema, 
applicato, questa volta, ad una funzione della sola y, 

dove 6' è compreso fra ed 1. Dunque, se la funzione f^ è continua nel 

punto (x,y)y il suo valore in questo punto rappresenta, per h q h tendenti 
a zero, il limite del quoziente Rihh Prendendo invece B sotto la forma 

si riesce a dimostrare che il detto limite è uguale al valore di f^^ nel punto 

che si considera, purché *) nel punto stesso questa funzione sia continua. 
Dunque /•;; = /•;,. 

4. Funzioni composte. Se in y=f(u,v,w,.,.) le variabili w,t;,u;,... 
non sono indipendenti, ma sono invece funzioni d'una stessa variabile indi- 
pendente :c, anche y è funzione della sola x, quantunque apparisca fun- 
zione di più variabili. In tal caso si dice che y è una funzione composta^ ed 
M , t; , e(; , . . . sono le funzioni componenti. Dimostriamo che, se le derivate par- 
ziali prime di f sono continue, e se esistono le derivate prime delle funzioni 
componenti, la derivata della funzione è uguale alla somma delle derivate 
parziali, ottenute applicando la regola per la derivazione delle funzioni di 
funzioni^ S'intende che le derivate parziali di /* rispetto alle variabili u, 
2;,U7,... si calcolano trattando queste come indipendenti. Possiamo, per sem- 
plicità, limitarci a dimostrare il teorema nel caso di due sole funzioni com- 
ponenti. Corrispondentemente all'incremento ^x siano /* e h gli incrementi 
delle funzioni u e v. L'incremento di y è ^y^=f{u-{-hyV-{-k) — fiu^v). 
Intanto si ha, in virtù del teorema di Lagrangia, 

r(uJ-h,v)-f(u,v) = hr^{u + U,v) , 
Ne segue, sommando e dividendo per Sx, 



*) Qui, veramenle, si suppone troppo. Le condizioni per poter affermare l'eguaglianza f" =/"' 
sono state ridotte al mÌDÌmo da Peano in Mathesis (1890, p. 153). *^ ^^ 
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poi» passando ai limiti, e tenendo presenti le ipotesi fatte, 

y' = w'/;;(w,r)+rr;(M,r). (i) 

5. Osservazioni: a) Il teorema evidentemente sussiste anche quando una 
sola delle derivate parziali è discontiaua, purché sia continua rispetto alla corri- 
spondente variabile; 

b) La regola (1) include come casi particolari tutte le regole di derivazione 
precedentemente dimostrate. Se, per esempio, si ha y=:^u-{-v^ut\U',v^ ecc., 
si ha pure, rispettivamente, 





a:-i..'.|. 


1 " 


e la (1) dà 








y'=u-]-v , 


, . , u uv 



c) Inoltre la regola (1) permette di ottenere direttamente le derivate di 
certe funzioni, per le quali si è dovuto precedentemente ricorrere a particolari ar- 
tificii. Cosi, per calcolare la derivata di y^^x^^ basta considerare successivamente 
come sola variabile la oo base o la a? esponente y derivare e sommare i risultati, 
dimodoché si ha subito 

y'=.r..f"~' + ,y;-l0g^' = .y:*(l+l0g.;;) . 

Più generalmente, se u e v sono funzioni di a?, la derivata di y = u^ h 
y =r um"" *.«'-[- '^^' log W ZZI tó*' ( t? 1- v' log w I . 

6. Omogeneità. La funzione fix^y^z^,.,) si dice omogenea^ di grado 
m, se si ha identicamente 

f{tvyty,tz,...) = rf(x,y,z,...) . (2) 

Per esempio ax*-\-2bxy + cy* è funzione omogenea del secondo grado. Sono 
omogenee, dei gradi 0, — , — 1, rispettivamente, le funzioni 

i + ^ + f . yV+^+VTT^+VTTi , i^t^^f^fi: 

ecc. Si noti che le derivate parziali prime d'una funzione omogenea, di gra- 
do m, sono funzioni omogenee di grado m — 1. Infatti, derivando (2) ri- 
spetto ad X, poi dividendo per t, viene appunto Teguaglianza 

C(tx,ty,tz,...) = t^-Yjx,y,z,..,) , 
che differisce dalla (2) solo per il cambiamento di /" in Z*^, e di m in m— 1. 

7. Teorema di Bulero. La somma delle derivate parziali prime di 
una funBione omogenea, moltiplicate per le rispettive variabili, è identica-- 
mente uguale al prodotto della funzione per il suo grado. 
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Dalla (2) si deduce 



j^f{(.v , ti/ , tz ,...) = f(x ,y,s,...) 



(3) 



Derivando rispetto a ^, dopo aver fissati arbitrariamente x^y^s, , si 

ottiene 

quindi, per ^=1, 

•^/«(^,y»-0+yAyC''»y»---)+---==»»A^.y»..-) • 

Questo è il teorema di Eulero. Ora osserviamo che, sostituendo ad a:,y, 
j,..., nell'ultima uguaglianza, rispettivamente txytyjs^,..^ e dividendo 
tutto per t^*\ si ricostituisce l'eguaglianza (4), la quale ci dice che la de- 
rivata del primo membro di (3), rispetto a ^, è uguale a zero, cioè che que- 
sto primo membro è indipendente da ^, ed è perciò sempre uguale al valore 
che si ottiene facendo ^ = 1. Si ricade cosi sulla (2;, vale a dire sulla de- 
finizione stessa dell'omogeneità. Dunque il teorema di Eulero caratterizza 
le funzioni omogenee. 

8. Derivazione dei determinanti: a) Come applicazione della regola (1) con- 
sideriamo il primo dei determinanti 



«1 "l ^t 


1 


a^ \ e, 


«« », w. 




«« *. ^. 


«» "s Wj 




«» 5, e. 



supponendo che Taltro sia il reciproco di y. La derivata parziale di y rispetto ad 
un suo elemento è uguale al corrispondente complemento algebrico. Infatti si ha, 
per esempio, y ==«,W| + «5«^5 + «3^3, ed il solo termine che contiene u^ è a^u^, 
Tnoltre a^ è indipendente da u^. Dunque y^ ^=a^. Se poi tutti gli elementi sono 
funzioni d'una stessa variabile x, il determinante y rappresenta una funzione 
di a?, la cui derivata è, in virtù di (1), 

y= a^ u\ + a^u\ + a^u\ -f- h,v\ + h^v\ -|- h.,v\ + c,w\ + c^V)\ + c^v)\ . 

Oltre r ipotesi che gli elementi del determinante siano funzioni derivabili, non ne 
occorrono altre, giacché le derivate parziali di y sono continue, come somme di 
prodotti di funzioni continue. All'ultimo risultato si può dar la forma seguente: 

(5) 



u\ », w, 


+ 


«1 "'1 Wi 


t 

-r 


«1 "i «>'i 


u\ r, w. 




"» »', «;, 




M, », M>', 


«'a «^8 w. 




«, »', w. 




M, », V>\ 



Questa è la regola per la derivazione d'una funzione di a?, data sotto forma di 
determinante: essa vale, evidentemente, per determinanti di qualunque ordine. 
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b) La regola (5) può talvolta servire per calcolare il valore d'un deter- 
minante. Sia, per esempio, 



\ X X'\' a^ X , , . X 

X X x-\-a^ . , , x 



X 



. a: + a„ 



La derivata y" è la somma di n* determinanti: in n di essi esiste una colonna 
di zeri, mentre negli altri compariscono due colonne di elementi uguali ad 1, di- 
modoché son tutti nulli. Dunque, successivamente, ^"=0, y'=a, i/=zax-\'bf 
dove le costanti a e 6 si determinano osservando che d è il valore di y per a;=0 
(d*onde segue subito òc=:a^a^a^,.,a^)y ed a è il valore di y\ che si calcola fa- 
cilmente per x = 0: 



rt~ 



1 ...0 

1 ^, ... 

1 a,.,.0 

1 ... a. 



+ 







«, 1 



1 ... 

1 ^Ig... 

1 ... a. 



^- 



a, 1...0 
«, 1 . . . 
1...0 • 

l...a 



+ • 



»**n- 



Si vede che a è la somma dei prodotti n — 1 ad n — 1 dei numeri a, , a, , . . . , a 
Dunque 

cj Sono particolarmente importanti, in certe applicazioni, i determinanti 
toronskiantf i quali hanno la prima colonna costituita da funzioni qualunque di 
una variabile x, mentre le colonne seguenti sono formate dalle successive deri- 
vate delle medesime funzioni. Il calcolo delle derivate di tali determinanti si può 
eseguire assai rapidamente mercè la regola (5). Per esempio, 

da y = 



u u u 


si deduce 


y'= 


u u u" 


V V v" 






V V v" 


w to' w" 






to to' to'" 



cosicché, per derivare un determinante wronskiano qualunque, deirordine n, ba- 
sta sostituire alle derivate (n — 1)*"** delle funzioni le derivate «*"'"*. Similmente 
si ottiene 



y = 



u u' 


u" 


+ 


U U 1*'^ 


V v" 


v" 




V V t?'^ 


10 w" 


to" 




to to' 10^^ 



y = 



u' 


u 


u" 


+ 2 


V 


v" 


v" 




to' 


to" 


to" 





u u 


u}'' 


+ 


V v" 


»'' 




w to' 


to'^ 





ÌO to' to^ 



9. Proprietà dei 'wronskiani. Per V uso che ne faremo in seguito 
conviene qui dimostrare una proprietà importantissima dei determinanti 
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wronskiani. Se per brevità si rappresenta con (w,?;,!^,...) il determinante 
wronskiano delle n funzioni u,u,iv,..., bisogna prima far vedere che si ha*) 

(tu yiVytw , ,,.)=zt\u ,r?,to ,...) . (6) 

Questa proprietà, che ha tanta analogia di forma con la proprietà caratte- 
ristica delle funzioni omogenee , si dimostra subito costruendo il determi- 
nante wronskiano delle funzioni tu.tv ^tw,... ^ ed osservando che nella se- 
conda colonna si possono sopprimere i termini contenenti t\ perchè propor- 
zionali agli elementi della prima colonna; poi, nella terza, è lecito soppri- 
mere i termini che contengono t" o t\ perchè rispettivamente proporzionali 
agli elementi della prima o della seconda colonna; ecc. Si finisce cosi per 
trovare il determinante {UyV ^to ,.,,) con tutti gli elementi moltiplicati per 
tj cioè appunto il secondo membro di (6). Ciò premesso, vogliamo dimostrare 
il seguente teorema : affinchè due o più funzioni siano linearmente indipen- 
denti occorre e basta che il loro wronshiano non sia nullo. Prima bisogna 
sapere che due o piìi funzioni si dicono indipendenti linearmente quando 
non sono tra loro vincolate con una relazione lineare ed omogenea, a coeffi- 
cienti costanti. In altri termini le funzioni u^v^w,... non sono linearmente 
indipendenti se esistono n costanti a , 6 , e , . .. , non tutte nulle, tali che si 
abbia identicamente 

au + bv-{'Cw-\-»»> = . (7) 

Quando ciò accade è chiaro che, essendo anche 

att'+ òv-^ cio'-{- . . . = , att"-{- bv"'\- cto"-^ . . . = , , 

è necessario, per la compatibilità fra queste uguaglianze, considerate come 
equazioni lineari ed omogenee nelle incognite a , 6 , e , . . . , che si abbia 
(w , V , e<7 , ...) = 0. Ciò che maggiormente importa dimostrare è che, recipro- 
camente , se questo determinante è identicamente nullo, tra le funzioni u , 
v,u7,... intercede un vincolo (7). Prima si noti che, per w=l, l'eguaglianza 
(7) esprime appunto l'annullarsi di (u)-=u. Ne segue che j)er dimostrare *♦) 
il teorema, si può, ammettendolo per meno di n, far vedere che sussiste per 
n funzioni. Se fosse w = 0, la relazione (7) sarebbe manifestamente vera 
per a=l ,6 = c = ... = 0. Supponiamo dunque che non sia identicamente 
tt = 0, ed osserviamo, ricordando il teorema (6), che 

o=(.,.,„,...,=„-(,,^,^....)=.-((^y.(0....), 

ma l'ultimo wronskiano è dell'ordine n — 1, e però dal suo annullamento 
si può trarre la conclusione bi — \ +c( — J-[-..»ì:=0, con i,c,... costanti 



*)Neuberg, Mathesis, 1894, p. 165. 
*')Demoìi\\n, Mathesis, 1897, p.62. 
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non tutte nulle. Ne segue che b — |-c — [-... ha un valore costante, che 

u u 

si può chiamare — a, e finalmence si vede che le n funzioni sono legate da 
una relazione (7). 

10. Le formolo di Taylor e di Mac-Laurin sì estendono assai facil- 
mente alle funzioni di più variabili. Fissato un punto (a, 6, e,...), ed in vi- 
cinanza di esso un altro punto (a;,^/,^,...), entrambi appartenenti a quel 
campo in cui è definita la funzione f{x,y,£^j...), si ponga 

e si consideri /"(w^v^m?,...) come funzione dell'unica variabile t La deri- 
vata prima di questa funzione F(/) si calcola facilmente mercè la regola (1), 
dopo avere osservato che , rispetto all'unica variabile t, si ha u=x — a, 
f;' = y — b , tv'=^ — c^... In tal modo si ottiene 



FXO=(^-«)r>,^,.-0 + (y-^)/;>,«...-) + (----c)/';(w,r, ...)+.. 

Una nuova derivazione dà 



+2(a;-a)(y-é)4;(«.r,...) + 2(a;-a)(«-c)C(M,»,.-) + 2(y-«)(^-c)/-;, («,«,...) + • 
Cosi proseguendo si riconosce che si può scrivere simbolicamente 

F<»>(o=((a?-«)/'>, «...)+(!/ --^)/';(t^,t', ...)+...)". 

convenendo di sostituire ad ogni prodotto fa,f'yfy'"^ nello sviluppo della 
n*'^ potenza, la derivata f***^ , calcolata nel punto (w,v,...), che coincide 

con (a, 6, e,...) o con (x,y,js,.,.) secondo che si fa t = o < = 1. Ciò pre- 
messo, basta portare le espressioni di F,E',P",... nella formola di Mac- 
Laurin 

F(l) = F(0) + F'(0) + V,F"(0) + V6F'"(0) + - + ^, F^O) 
per trovare 

+ V.((^-«)X> . ^ v..)+(y-^)'C (« ^ ^ •••)+ - +2(x-a) Cv- b)Q{a,b,. .,)+..,) + 
+ 

Tll oca. ..OS oca:...y 

dove è,ti,^,... sono numeri intermedii fra a^b^c^.». ed a?,y,;8f,... , ri- 
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spetti vamente. È questa la forinola di Taylor per le funzioni di più varia- 
bili. Ponendovi a,h^e,... uguali a zero si ottiene la formola di Mac- 
Laurin 

/•(fl:,y....)=/ro.O,...) + <(0,0,...) + yr,(0,0,...) + 

+v,(^y;„(o,o,...)+j/v;;(o,o, ...)+-. 4- 2^^4(0,0,...)+..-) 
+ 

+ i (^"C (6^ . Oy . • • •) -i- «^x"-'r<»' (6^ , 6y ,...) + ...•) . 

mercè la quale» nell'ipotesi che l'ultimo termine tenda a zero per n cre- 
scente airiafinito, la funzione /"(x,y,...) si trova sviluppata in una serie di 
forme algebriche, dei gradi rispettivi 0,1,2,3.... 

11. Ed ora veniamo alla discussione dei minimi e dei massimi. Quando 
si diceche un fatto qualsiasi avviene intorno ad un punto (a, 6, e,...) si 
vuole affermare l'esistenza d'un numero positivo A, sia pure piccolissimo, 
tale che il fatto stesso si verifica per tutti i punti (a:,y ,xf,...) soddisfacenti 
alle condizioni 

\x-^a\<}i , \y--h\<h , \z^c\<h,..., (8) 

eccettuato al più lo stesso (a, 6, e,...). Ciò premesso, si dice che nel punto 
(a, 6, e,...) la funzione f{x,y,z^,,.) diventa minima (o massima), se in- 
torno a questo punto nessun valore della funzione è minore (o maggiore) di 
/*(a,&,c,...). In altri termini si deve poter trovare un numero positivo A, 
convenientemente piccolo, tale che per tutti i sistemi di valori di a;,^,^,... , 
soddisfacenti alle (8), si verifichi Tuna o l'altra relazione 

Quando ciò avviene, è chiaro che la funzione precedentemente rappresentata 
con F(^) è anch'essa minima o massima per ^ = 0. Infatti, in virtù delle (9), 
si ha 

F(0)<F(0 F(0)^F(0 

per tutti i valori di <, il cui valore assoluto non supera 1, giacché per tali 
valori i numeri u,v,w,... soddisfano, come a?,j/,ief,..., alle condizioni (8). 
Inversamente, se per ogni punto (a;,y,^,...)» preso intorno ad (a, 6, e,...), 
la funzione ¥(t) è, per ^ = 0, sempre minima, o sempre massima, ciò vuol 
dire che, comunque si facciano tendere a:,y,^,... ad a,6,c,..., finisce per 
esser vera sempre la prima o sempre la seconda disuguaglianza (9). Così 
lo studio dei minimi e dei massimi di /'(a?,y,^,...) vien ricondotto allo stu- 
dio dei minimi e dei massimi di tutte le funzioni F(0, corrispondenti agli 
infiniti punti (^,y,^,...) che si possono arbitrariamente assumere intorno 
a ciascun punto (a , 6 , e , . . .). 
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12. Se le variabili sono indipendenti, la nota condizione P'(0) = 0, cioè 

(a;-a)/;(a,ò,c,..0 + (y-6)/';(a.^c,...) + (^-cy;(a,6,c,...) + .-. = 0, 

si scinde, per Tarbitrarietà di x.y.z^..., in 

r>,i,c,...) = , ^(a.6,c,...)=0 , /•>,ò,c,...) = 

Dunque i sistemi di valori di x,y,z,..., cJie possono rendere minima o mas- 
sima la funzione f delle variabili indipendenti x,y,z,..M si ottengono ri- 
solvendo il sistema 

• /;(a;,y,2r,...)=0 , f'^(x,y ,z ,...)=0 , f'S^^y .z ,...)r=0 (10) 

Per riconoscere se si ha un minimo o un massimo si consideri la forma qua- 
dratica 

F"(0)=(ar-a)V;>,&....) + (y-i)V;(a.6....) + (--c)'C(a,«....) + 

delle n variabili indipendenti x — a,y — b,..., forma che ha per discri- 
minante 



H = 



f" {" f" ■ 

' «K ' ay 'te* 

.t$f >»W jtit 

'va ' yy ' y» ' 

r f f • 

' *x ' ty ' *t 



calcolato per a? = a,y=6, j8f=c, Questa importante funzione si chiama 

hessiana di /*. In ciò che segue noi lasceremo in disparte il caso di H=0, 
e rammenteremo *) che, se H è diverso da zero, le condizioni necessarie e 
sufficienti perchè la forma quadratica F"(0) sia essenzialmente positiva sono 



r >0 

I tea: "^ 



f" f" ì>0 

'yx lyy ( 



.H>0. 



(11) 



Invece, perchè F"(0) si conservi negativa per tutti i valori di x — ayy — 6, 
jer— e,... , è necessario e sufficiente che si conservi positiva — P"(0)j e però 
che si abbia 



r <0 



r f" 



>o , ... , (-irH>o 



(12) 



Dunque, se per un sistema di valori a,&,o,... di z^y^z^».*, soddisfacenti 
alle (10), sono anche soddisfatte le condizioni (II), la funzione f{x,y^s^,..) 
è minima per a;=a , y=b , jgr=rc,... È invece massima quando sono soddi- 
sfatte le (12); ma non è né minima né massima quando non sono soddisfatte 



*) « Analisi algebrica » p. 76. 
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né le (11) ne le (12) mentre H^O. Besta in dubbio il caso di H = 0, che 
richiede ulteriori studii. 

13. Se, per esempio, si vogliono i minimi ed i massimi d*una funzione di dae 
variabili indipendenti f{po^y)^ bisognerà cominciare dal cercare qaei valori delle 
variabili, cbe annullano le derivate prime, per sostituirli poi nelle derivate se- 
conde. Si potranno allora presentare le seguenti circostanze: 

f" f* — f"^ >0 {minimo se f">^^ massimo se f <0) 

^ » <^ (^^ mt'ntmo, né massimo) 

> » znO (incertezza). 

Nemmeno perle funzioni di tre variabili x^y^z^ indipendenti, si può avere un 
minimo o un massimo quando f f" — f" <0; ma ciò accade anche se si ha 

XX yy xy 

f" f" — /"'*> 0, tutte le volte che l'hessiana 

XX yy xy 

H = r r r -\- w r r -r r^-r r*-r r* 

XX yy «3 yz sx xy xx ys yy sx »s xy 

non prende il segno di f^^. Nel caso opposto si ha un minimo o un massimo se- 
condo che il segno comune è -f o — .Si noti che i minimi ed i massimi tendono 
a presentarsi sempre più raramente a misura che le variabili diventano più nu- 
merose. 

14. Ora supponiamo che fra le n variabili esistano relazioni 

9(a7,y,^,...) = , ^{oo,t/,z,...) = 0, , (13) 

in numero in<Cn, e siano tali che m variabili u^v^w^... si possano *} con- 
siderare come funzioni delle rimanenti n — w; queste indichiamole più spe- 
cialmente con x,y,jSj,.., ed assumiamole come variabili indipendenti. I va- 
lori delle variabili, che rendono minima o massima la funzione data 

/•(a?, y,^,.. .,«,»,«?,...) , 

debbono annullare le derivate parziali prime, prese rispetto alle variabili 
indipendenti. In particolare, applicandola regola per la derivazione delle 
funzioni composte, si deve avere 

e le derivate m',, »'«,,«;'„,,..• si calcolano derivando rispetto ad x le rela- 
zioni (13), si deducono cioè, mediante la regola di Oramer, dal sistema 

>'»+«'.4''„+'''«4';+-.=o. (15) 



*) Delle condizioni di questa possibilìtÀ, fra le quali è la relazione (16), e delPesistenza delle 
derivate prime di u,t7,tc, . . . , si discorrerà più oltre. 



purché si abbia 
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TU ^ V ^ to'" 
Tu Tv T M7 ■ • • 



^0; 



(16) 



ma, invece di portare i valori di u„,v„,w„,..., ricavati dalle (15), nell'e- 
quazione (14), possiamo, aggregando questa al sistema (15), immedinta- 
mente scrivere la condizione di compatibilità 

/ f' f ... =0 

ix iu 9't,--- 

Basta porre successivamente nella prima colonna le derivate parziali primo 
di A?, + »••., rispetto alle w — w variabili, che sono state scelte come indi- 
pendenti, per ottenere n — m equazioni, sufficienti, insieme alle (13), per la 
determinazione di ii;,y,^,... ,w,t;,w,... Adunque i sistemi di valori di x, 
y,z,... , che soddisfacendo alle (13) rendono minima o massima la funzione 
f(x,7,z,...), sono fra quelli che annullano tutti i determinanti maggiori 
della matrice 



f f 



y 

9 a, 9\ ?',••• 



(17) 



15. Per dare ai calcoli maggior simmetria si suole procedere nel se- 
guente modo. Dal simultaneo annullamento dei maggiori determinanti della 
matrice (17) si deduce che una stessa relazione lineare lega gli elementi di 
ciascuna colonna. La relazione di cui si tratta involge necessariamente gli 
elementi della prima linea, perchè, se fossero linearmente vincolate le sole 
9', 4^', ••• » sarebbe nullo ogni determinante maggiore della matrice ottenuta 
sopprimendo in (17) la prima linea; ma ciò è contrario air ipotesi (16). 
Quindi si può, per convenienti valori di X,[ji,..,, scrivere 

C=^?x+l^+;.+ -- 1 fl = K + ^'K + '" ' /*l = >'9l+^+l + --- » 

In altri termini, per cercare i minimi ed i massimi della funzione f quando 
le variabili sono legate dalle relazioni (13), si porranno uguali a jsero, non 
le derivate prime di f , sì bene quelle della funzione 

' f{ix,y,z,...)-^\^{x,y,z,...)-'^^{x,y,z,...) , 

e si otterranno così n equazioni, riducentisi a sole n—m per eliminazione 
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di X,ft,... Aggregando ad esse le (13) si costituirà un sistema di n equa- 
zioni, che servirà a determinare le n variabili. 

16. Esercizii: a) Per calcolare le lunghezze degli assi della conica 

ax* + bg* + c+2fy + 2gx + 2hxg = , 

conviene prima porre qaesta equazione sotto la forma, nota dalla Geometria ana- 
litica, 

in cui cc^ ed y^ sono le coordinate del centro , e D rappresenta il discriminante 
aòc-]-2fgh — af* — òg* — eh*. Si tratta evidentemente di trovare il minimo ed 
il massimo valore di r' = (a? — fiPo)*+(y — ^o)*» sapendo che le variabili a? ed y ^ 
sono legate dalla precedente equazione. Bisogna dunque, secondo le indicazioni del 
§ 15 , porre 

a? — a?, = X(a(aJ — a:o) + % — yo)) t y — yo = >'(M^ — ^o) + % — ^o)) • 

Ora, se si moltiplica la prima uguaglianza per x — or^, la seconda per y — y^ , si 
ottiene, sommando, (ab — h*)r* = — XD. D'altra parte si può determinare X eli- 
minando X — x^ ed y — t/^ fra le medesime uguaglianze: 

0= flX— 1 hX l=(a^-^«)X* — (fl + 5)X + l . 
hX òX—l\ 

Ne segue che i quadrati dei semi-assi sono le radici della seguente equazione in r': 

ra+j)D D» 

h) Ora proponiamoci di calcolare gli assi delia sezione fatta in un ellis^ 
soide da un dato piano diametrale. Siano a^h ^c le lunghezze dei semi-assi, ed 
a,P,Y i coseni degli angoli che le sezioni principali fanno col piano dato. Pren- 
dendo come assi coordinati gli assi deirellissoide, le equazioni di questa superficie 
e del piano dato sono rispettivamente 

0?» v' -s* 

^ + 1^ + ^=^ ' ot:r + Py + T.^ = , 

e si tratta di trovare il minimo ed il massimo valore di r' = a?' -f- y' + -s' . Per 
quanto si è detto nel § 15 si può subito porre 

Sommando queste uguaglianze, dopo averle rispettivamente moltiplicate per a?, 
y ^Zy si ottiene r'=X; quindi, sostituendo neirequazione del piano i valori 

forniti dalle uguaglianze stesse, ed osservando che fi non può essere nullo, si per-^ 
viene airequazione 

r^-a*"^»* — 6» ^ »' — c« 

14 
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del secondo grado in r% le cai radici sono i quadrati dei semi-assi cercati. Se dal 
centro, perpendicolarmente al piano di ciascuna sezione, si erigono segmenti ugnali 
ai semi-assi della sezione stessa, gli estremi di tali segmenti stanno sopra una su- 
perficie del quarto ordine, importantissima nello studio deir ottica *). Poiché le 
coordinate degli estremi djei segmenti anzidetti sono fl?==±ar,y=dbpr, j?=±Yr , 
basta sostituire neirultima equazione i valori di a,^,Y, per ottenere l'equazione 
della superficie 

che in forma intera si riduce a 

È questa la superficie delle onde. Dall'esame di talune sue proprietà fu condotto 
Hamilton a prevedere il singolare fenomeno della rifrazione conica^ confer- 
mato poi dall'esperienza. In simili scoperte teoriche **) di fatti naturali, sfuggiti 
per secoli all'osservazione diretta, sta la prova migliore dell'alta importanza delle 
matematiche. 

e) Il calcolo della minima disianza di due rette conduce a cercare, più 
generalmente, il minimo valore di 

r« = K-y,)» + (a;._2/.)« + ... + («.-yJ«, 

sapendo che le 2n variabili soddisfano alle 2n — 2 condizioni 

oc^ — a^ 



x^ — «1 00^ — a^ 



'Pi ■ P, '" ' Pn 



dimodoché r* è in realtà funzione di due sole variabili indipendenti. Assumiamo 

come tali i valori u e v delle due serie di rapporti, ed osserviamo che, sostituendo 

a*|=ajM + a|,y,. = P^t?-f^4? («*=I i2,3,...,n), nell'espressione di r*, questa 

diventa 

r* = au* + òv^ + c + 2fv-]-^2gU'\'2huv , (18) 

dove si h posto 

tt n fi 



-f=J,(<^i-à,)^, , ^=2^«*-^*)«i ' ^=2(^<-*<)' 



Qui si noti che 1 determinanti 



a h 
h h 



a h g 
h b f 
9 f e 



*) Vedi, per esempio, la « Théorie mathématique de la lumièreì> di Poincaré, p. 296. 
**) Delle quali si hanno altri bellissioii esempli in Fisica ed in Astronomìa. Vedi una comuni- 
cazione di O. Gesàro all'Accademia del Belgio (BttUetins, 1891, p. 503). 
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rappreseotano *) ì quadrati delle matrici 

«i«f-an » «1 — ^ a, — &,... a^ — b^ 

Pi ?t ••• Pn «1 «1 ••• »» 

Pi P, ... P. 

Perchè r' diventi minimo o massimo sono (§ 12) necessarie le condizioni 

aw + Ar+^ = , Aw + 5tJ+/'=0 , (19) 

verificate le quali Tespressione (18) si riduce a 

r«=^u + /b + c , (20) 

in virtù del teorema di Eulero (§7). Il determinante hessiano di r* è ab — A*, 
e siccome tanto a quanto ab — h} sono somme di quadrati, si può asserire che sì 
ha effettivamente un minimo. Intanto da (19) e (20) si deduce, eliminando u e v, 



a h g 
h b r 

9 f c-r« 
Dunque il minimo cercato è 



= 



cioè 



a h g 


= 


a h 


h b f 




h b 


9 r e 







..« — 



a^ — b^ 



P. 



a, — J,.. 
«, .. 



«« — *« 



d) Altri calcoli di minime distanze (punto e piano, o punto e retta nel piano 
e nello spazio) conducono a cercare il minimo valore della somma dei quadrati 
dì n variabili, soddisfacenti ad m<n equazioni lineari. Sìhno 



«wi ^1 + «m«^l + «m8^8 + • ' • + «m«^n = *« 



(21) 



le equazioni , nessuna delle quali sia conseguenza delle altre : ciò esige che i de- 
terminanti maggiori della matrice 



•18 ••• «'in 

. . . a,„ 



') « Analisi algebrica » p. 23. 
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non siano tutti nallì , e per conseguenza che sia diverso da zero il quadrato 



. . . e. 



della matrice stessa. Ciò premesso, per trovare i minimi ed i massimi della fun- 
zione r*==a?*-{"^* + ••• + ^n> ^^ ^ (§ ^^) condotti a porre 



i ^«= ^1 ^in + K'^tn + • • • + ^'.««r^ 



Sommando queste equazioni, dopo averle moltiplicate per ic^^x^,, 
tiene 



(22) 

.,x„, si ot- 
(23) 



e tutto si riduce a calcolare i coefficienti X. Ora, moltiplicando le (22) per a^^ , 
^is«*** )^m* P^^ sommando, si trova 

Dunque i coefficienti X sono determinati dal sistema 



K = \<^mi-\-\''mt^-'"+K''u 



che ammette una soluzione sola. Del resto è inutile risolvere questo sistema, giac- 
ché basta esprimerne la compatibilità con la relazione (23) per ottener subito Te- 
quazione 



= 


>•« 


A. A, ...A„ 


» 




*1 '^U *^lt '••<^ltn 






K 


'^«1 ^t« • • • ^%m 






K 


^m\ ^m« • • • ^mm 




dalla quale si ricava il minimo valore cercato: 


--è 


k, k, .,.k^ 




^i ^11 ^i» ••• ^im 




^« ^iì ^«1 • • • ^im 




^m ^mt ^m« * • • ^ 


mm 
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e) Nelle applicazioni si è spesso condotti , per determinare nn certo nu- 
mero di quantità ^i,^i,.->>^ni ^ stabilire equazioni lineari, nelle quali i coeffi- 
cienti ed i termini noti vengono forniti dall'osservazione diretta. Basterebbero n 
equazioni per la determinazione delle incognite se, per T inevitabile imperfezione 
delle misure, non ne risultassero valori necessariamente inesatti delle x. Spinti 
ad eseguire nuove misure, si finisce per costituire un sistema (21) con un numero 
m di equazioni, di gran lunga superiore a quello delle incognite, ed il problema 
che allora ci si presenta è il seguente: come far concorrere tutte le equazioni 
ottenute alla determinazione la più probabilmente esatta dei valori delle inco- 
gnite? È la teoria delle probabilità^ uno dei più interessanti rami della Matema- 
tica, che dà la risposta a simile questione, insegnando che, nell* impossibilità di 
render nulli tutti gli errori (vale a dire di trovare valori delie x che annullino 
le differenze fra i primi ed i secondi membri di tutte le m equazioni), bisogna 
render minima la somma dei loro quadrati. Da questa indicazione derivano, per 
la determinazione delle a?, alcuni procedimenti di calcolo, che costituiscono quello 
che si suol chiamare il metodo dei minimi quadrati. In sostanza tutto si riduce 
a render minima la funzione di n variabili indipendenti 

m 

2J(aa^i + «rt^i + --- + «/n^'n — ^)' f 
1 

e però, derivando successivamente rispetto ad a^^ , x, . . . . , o?^ , bisogna che sia 
I c^^x^ + c„.r, H yc^^x^ = /r,a^, + A,a„ H \- k^a^^ 

É questo il sistema che porge per le co i valori più accettabili. Per meglio spie- 
garsi tutto ciò è bene limitarsi al caso d' una sola quantità incognita a? , per de- 
terminare la quale siano state prese successivamente n misure ^^ , a,,... ,a^, 
pochissimo differenti tra loro. Qui bisogna render minima la somma 

(a, _ a,)' + (07 -«,)• + ... + (a,- -oj» , 

per la qual cosa basta prendere 

n 
h proprio quello che si suol fare comunemente *). 



*)Qaételet « Théorie des probabilités» p. 47. 



CALCOLO DIFFERENZIALE 



V. LA DIFFERENZIAZIONE. 



1. Come per infinitamente grande si vuole intendere un numero che tende 
ad oltrepassare qualunque limite, cosi ogni numero variabile, che ha per li- 
mite zero, si chiama in finitamente piccolo ^ o infinitesimo. Due infinitesimi 
si dicono dello stesso ordine quando il loro rapporto tende ad un limite fini- 
to, diverso da zero. Se invece il rapporto d*un infinitesimo ^ ad un infinite- 
simo a tende a zero (nel qual caso ^ è uguale al prodotto di a per un altro 
infinitesimo), si dice che ^ è di ordine superiore ad ex. Nel caso opposto , 
quando cioè il detto rapporto cresce all' infinito, p è di ordine inferiore ad 
a. Non è sempre possibile decidere se due infinitesimi sono, o pur no, del 
medesimo ordine, perchè non sempre il loro rapporto tende ad un limite. 

Cosi p =asen — è infinitesimo insieme ad a, ma non si sa dire se tende a 
et 

zero come a, o più rapidamente di a. Nondimeno, tutte le volte che il rap- 
porto di p ad «y preso in valore assoluto, oscilla fra due limiti positivi, si 
può ben dire che p ha T ordine di a. Quando si hanno più infinitesimi da 
paragonare fra loro, si usa scegliere fra essi , arbitrariamente , un infinite- 
simo principale^ e considerare i rapporti degli altri all'infinitesimo pre- 
scelto ed alle sue potenze. Si chiamano allora infinitesimi del primo ordine 
tutti quelli che hanno Tordine dell'infinitesimo principale a; più general- 
mente, si chiama infinitesimo dell'ordine n ogni infinitesimo che ha l'ordine 
di a^ Per esempio log(l -f a) , sena , tgex, ecc.^ sono infinitesimi del primo 
ordine fintantoché a è 1* infinitesimo principale. Similmente 1 — cosa è del 
secondo ovàme^ a — sena del teriso^ tg(sena)— sen(tga) à^ì settimo *)^ ecc. 
Del resto si noti che non sempre si può assegnare l'ordine d' un infinitesimo. 

*) Vedi, ia proponilo, un iotereesante esercizio in Mathesis (1893, p. 31). 
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L 

Cosi, per esempio, se oc è un infinitesimo, anche e ^' ed l:loga sono infini- 
tesimi; ma, mentre (II, 31) il rapporto del primo ad a** tende a zero qua- 
lunque sia n, il rapporto analogo, per T altro, cresce all'infinito, dimodoché 
non si sa dire quanto sia grande Tordine del primo, e quanto, invece, sia pic- 
colo Tordine del secondo. Gli infinitesimi 

JL I 

"• '7' , ./-li 



,^ * , e * , ... , a — sena , 1 — cosa , sena , Va , ... , — — 



1 



log-^ loglog— , 

si trovano ordinati in modo che ciascuno è infinitesimo rispetto a tutti quelli 
che lo seguono, in modo cioè che, procedendo da sinistra verso destra, Tor- 
dine, partendo da valori grandi quanto si vuole, tende a zero decrescendo 
sempre. Analogamente si classificano gli infinitamente grandi. Non si creda, 
tuttavia, che qualunque numero, infinitamente piccolo o infinitamente gran- 
de , debba necessariamente trovare il suo posto in simili scale di paragone. 
Cosi, per esempio, se l'infinitesimo p è tale che, come l:loga, il suo rap- 
porto a qualunque potenza di a (con esponente positivo) oltrepassa ogni li- 
mite, non si può dire quale sia l'ordine n di a^. Infatti da una parte è 
chiaro che n dovrebbe superare 1, e dall'altra ciò non può accadere, per- 
chè il rapporto di a^ ad a" cresce indefinitamente per qualunque n>l. In 
un certo senso (I, 2) si potrebbe dire che, nella scala di paragone, costi- 
tuita dalle potenze di a, l'infinitesimo ap sta alla sinistra di a. Simil- 
mente si cercherebbe invano il posto da assegnare all'infinitesimo p, legato 
ad a dalla relazione 

p = aMog~. 

Infatti, posto a=:p^, si ottiene a=l:/log^, p = l:<*log<, e si riconosce 
che t deve crescere all'infinito affinchè a e ^ tendano a zero; quindi, os- 
servando che P:a"=:r~*(logO'*~\ si vede che questo rapporto cresce inde- 
finitamente per n>2, e tende a zero per n<2. Dunque Psta, per cosi di- 
re, alla destra di a*, cioè tende a zero meno rapidamente di a*, ma più ra- 
pidamente di qualunque a**, per n<2. 

2. Proposizione fondamentale. Dire che due infinitesimi diffe- 
riscono per un infinitesimo di ordine superiore, o che il loro rapporto t^nde 
all'unità j è affermare due fatti che sostanzialmente si equivalgono, perchè 
ciascuna delle uguaglianze 

Vìm° — ^ = , lim-^ = l 
a a 

è una conseguenza dell' altra. Ciò premesso , è facile dimostrare il seguente 
teorema, fondamento del Calcolo differenziale: r^^^a invariato il limite 
del rapporto di due infinitesimi, quando questi vengono alte- 
rati di quantità infinitesime d'un ordine superiore. Infatti, per 
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calcolare il limite di P:oc, se P' ed a differiscono da ^ ed a, rispettiva- 

mente, per infinitesimi di ordine superiore, si può invece calcolare il limite 

seguente : 

B' B' B a 6 

lim~ = lim~-lim-^lim~7=:lim-^ . 
a p a a a 

3. Ora supponiamo di avere T eguaglianza tra infinitesimi a=p, della 
quale si debba fare uso dividendo i due membri per un conveniente infinite- 
simo Y» iQ modo da ottenere, passando al limite, l'eguaglianza a = & fra 
quantità invariabili. L' utilità del teorema dimostrato sta in ciò che Tegua- 
glianza a = p, spesso complicata, ed inaccessibile alle ordinarie regole del 
calcolo dei limiti, si può semplificare sopprimendo, in ciascun membro, qua« 
lunque parte, riconosciuta infinitesima d'un ordine superiore alla parte che 
rimane. Si ottiene cosi un'altra eguaglianza tra infinitesimi a=p', gene- 
ralmente inesatta; ma ciò non importa per l'uso che se ne deve fare, giac- 
ché, dividendo i due membri per y (o, se si vuole, per qualche altro infini- 
tesimo Y, cbe da x differisce per un infinitesimo di ordine superiore), si 
finirà sempre per trovare, passando al limite, l'eguaglianza esatta a=b. Ma, 
si noti, non sta in ciò l'essenza del Calcolo differenziale, che risiede invece 
nell'uso sistematico d'un certo simbolo, mediante il quale si può fare in 
modo da essere sicuri a priori che Teguaglianza a = P' è anch'essa esatta, 
vale a dire che, nel cercare infinitesimi a e ^' da sostituire rispettivamente 
ad a e ^, si trascurano, senza avvedersene, infinitesimi uguali nei due mem< 
bri, e si riesce in tal modo a metter la mano, per cosi dire, sugli infinitesi- 
mi a=ax\^'=W' Ed allora, essendo l'eguaglianza a = p' immediatamente 
riducibile ad a = b, non si ha più bisógno del passaggio al limi^ 
te. Sparisce cosi il calcolo dei limiti, grazie al detto simbolo, per far posto 
al Calcolo differenziale, che pur si fonda sul concetto di limite. 

4 Dal punto di vista accennato in ultimo luogo si può ben dire che il 
Calcolo differenziale è tutto dovuto al genio di Leibuitz; e, del resto, que- 
sta scienza si trova oggi saldamente stabilita nella forma ideata da Leib- 
nitz, con le stesse denominazioni e gli stessi segni, dovuti, più che ad una 
scelta fortunata, alla perspicacia dell'inventore. La cura che questi poneva 
nella scelta dei simboli ci è rivelata dal fatto *) che, nel confrontare il suo 
metodo con quello di Newton, e neiraffermarne la superiorità, egli opinava 
€ essere la segnatura parte non piccola dell'arte d'inventare >. Anche recen- 
temente l'importanza delle notazioni e della nomenclatura è stata messa in 
rilievo nelle < Populàr-wissenscha/'tliche Vorlesungen > da Mach, il quale 
« considera il linguaggio ed un appropriato sistema di simboli e denomina* 
zioni tecniche, non solo come organi indispensabili per la cooperazione tra 
gli investigatori e per l'accumulazione e trasmissione dei risultati man mano 



*) Mansion a Résumé^ etc.» p. 209. 

15 
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pttenuti, da una generazione alla successiva, ma anche e sopratutto come 
unico mezzo efficace a sgravare la memoria e T intelligenza umana da ogni 
peso e lavoro inutile, rendendo possibile la loro sempre crescente utilizza* 
zione per le funzioni più importanti ed essenziali. Chi si occupa di studi! 
matematici si trova spesso dominato dall* impressione che i suoi simboli e le 
sue formolo s' incarichino quasi di lavorare per lui, o, per usare la famosa 
frase di Eulero, che la sua matita vinca di perspicacia il suo cervello. Per 
quanto possa parere strano, dice Mach, la grande potenza delle scienze 
matematiche consiste sopratutto nel fatto, che esse sono riuscite a rispar- 
miare alla mente ogni lavoro inutile ed a spingere fino ali* estremo T econo- 
mia degli sforzi intellettuali. Ed allo stesso ideale tendono, secondo lui, an- 
che le scienze fisiche, specialmente nei rami più progrediti > *). 

5. Il primo differenziale. Dalla definizione della derivata d* una 
funzione y di a; si deduce ^y = y'dx-\-pBx^ per ciascun valore di a;, con p 
tendente a zero quando, fissato a*, si fa tendere a zero ^x. Ora, poiché la 
differenza fra ^y ed y'^x è infinitesima d'un ordine superiore a 5x, è lecito 
sostituire, in virtù del teorema fondamentale, y'^x a dyy nelle ricerche di 
limiti di rapporti; e noi ben presto ci accorgeremo dei grandi vantaggi di 
questa sostituzione. La quantità y'^x, nelF ipotesi che la variabile indipen- 
dente sia X, la rappresenteremo con dy^ e la chiameremo il differenziale 
di y. Adunque si chiama differenziale d'una funzione il prodotto della de- 
rivata della funzione per V incremento infinitesimo , arbitrariamente altri- 
huito alla variabile indipendente. Da questa definizione si deducono subito 
le conseguenze : 

a) il differenziale della variabile indipendente x non è che T incre- 
mento arbitrario ^x, supposto variabile e tendente a zero per ciascun va- 
lore di X. Infatti, se, y=a?, è y =1, e la definizione del differenziale (cioè 
dy=y^x) dà dx=^^x\ 

b) ora r eguaglianza di definizione diventa dy=y'dx , e se ne ricava 

È con questa nuova segnatura che la derivata si adopera in Calcolo diffe- 
renziale: così le derivate ci si presenteranno come rapporti, e non più come 
limiti di rapporti tra infinitesimi; 

e) più generalmente il rapporto dei differenziali di due funzioni rap- 
presenta la derivata della prima funzione rispetto alla seconda. Infatti , se 
yz=zf(u)^ dove u è una funzione della variabile indipendente x^ si ha 

dtj:=ydx=f\u)udx=r\u)du , /"(w)=^. 

6. Interpretazione geometrica. Sulla curva rappresentata dalF equazione 



*) Da una recensione di G.Vailati {Rivista sperimentale di Freniatria, 1896). 
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y=f{x) 81 consideri , in vicinanza d'un punto fìsso M, dì ascissa a?, un punto 

M', la cui ascissa sia x -\- dx. Supporre dx infinitesimo significa supporre M' 

roobile lungo la curva, e tendente a confondersi con M. Siano H e Q i punti nei 

quali l'ordinata di M' incontra due rette condotte per M , 

la prima parallelamente alFasse oc, Taltra tangenzialmente 

alla curva. Se la variabile indipendente è x, è chiaro che > 

si ha K>^ 

Sostituire dy a $y significa dunque trascurare QM', ossia sostituire Q ad M' 
per tutte le posizioni di M' intorno ad M, e per conseguenza significa sostituire 
la tangente alla curva in prossimità di ciascun punto. Del resto, qualunque sia 
la variabile indipendente, il punto (x-^-dx^tz-^-dy) appartiene sempre alla tan^ 
gente ^ come (ap + ^^> y + ^y) appartiene alla curva. Ancora si noti che, se è è 
un numero compreso fra x ed a? + ^^> si ha 

dyz=f\x)dx , ^y = f\i)dx , 

dimodoché la sostituzione del differenziale dy 2l\V incremento Sy equivale anche 
a prendere, invece di 4» variabile per ciascun valore di x, il valore stesso di x, 

7. Regole per la differenziazione. Per differenziare, ossia per 
calcolare il. differenziale d'una funzione di x, basta, in virtù della defini- 
zione stessa del differenziale, calcolare la derivata della funzione, e molti- 
plicarla per dx. In tal modo si ottiene 

d(jx^)=znx^^^dx , de'"=:e"dx , dseux^cosxdx , dcosa7 = — sena?^ , 

dx dx dx dx 
dloga?= — , d{gxz=z — -— , c^arctgaj = -— ; — - , c?arcsena?= — ■ , ecc. 

x coso? 14-^ 1/1 x^ 

anche quando x non è la variabile indipendente. Dopo ciò le note regole di 
derivazione si traducono facilmente in altrettante regole di differenziazione. 
Cosi, per esempio, la somma di due più funzioni si differenzia sommando i 
differenziali delle parti; il prodotto di due funzioni si differenzia moltipli- 
cando ciascuna funzione per il differenziale dell* altra, e sommando i risul- 
tati ; ecc. Infatti si ha 

d{u -}- tJ) = (w -f vydx = {u-\- v')dx = u'dx -f vdx = du-\'dv , 

duv = (uvydx = {uv -f vu) dx = uvdx -f- vudx = udV'{'Vdu , 

vdu — udv 



, M / M \ , vu — uv ^ vudx — uv dx 

a— = 1 — ]dxc=z dxt=: 

V \v / r' v^ 



ecc. 



8. Differenziali suooessivi. Il differenziale dx della variabile in-» 
dipendente, arbitrario per ciascun valore di ap, si può considerare come il 
prodotto d'un infinitesimo a, indipendente da x, per una funzione di a;, ar- 
bitraria: dx = (xyi(^)' A questa si può nuovamente applicare la differenzia- 
zione} e si ottiene cosi il secondo differenziale dì Xy che si rappresenta con 
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dfx^ ed bft il Talore 

Continiutiido a differenziare si trovano analogamente, l'un dopo l'altro, i 
difiierenziali terzo ^ quarto^ e così via: 

^^=«Vr/'V/Y) t rf'^=»TiaV4/V/ -f/Y) 

Il diff-renziale n**^ di x, ossia il risultato di n differenziazioni, applicate 
snccessivamente, si rappresenta con (Tx, ed è, in generale, un infinitesimo 
dell'ordine n'*^, quando a è l'infinitesimo principale. Comesi vede, i ri- 
saltati delle successive differenziazioni si vanno rapidamente complicando, e 
molti beneficii del Calcolo andrebbero perduti se si dovesse mantenere a x(^) 
la sua arbitrarietà. Conviene invece prendere x(^) = li perchè in tal guisa 

si ha 

d'a?=0 , ^^« = , d*x=0 , , (2) 

e tutti i calcoli, come presto si vedrà, si semplificano notevolmente. E que- 
sta la convenzione fondamentale, che si esprime cosi: il primo differen- 
eiale della variabile indipendente si suppone indipendente 
dalla variabile stessa. Ciò premesso, è facile calcolare i differenziali 
successivi d'una funzione qualunque : 

d*y = ddt/ = d{y'dx) = dy\ dx = y"dx . dx = y'dx"^ , 

d^y = dd^y = d{y"dx') = dy\dùi'=y''dx.dx' = y"d3? , ecc. 

In generale d*y=y^*^dx*, convenendo di scrivere dx* per {dx)*. Si giunge 
io tal modo alla relazione 

,">=£.. (3) 

che include la (1) per w = l. Adunque la derivata n'*^ d'una funzione ri- 
spetto alla variàbile indipendente è uguale al quoziente del differenziale 
vf"^ della funzione per la n'"^ potenza del differenziale della variabile in- 
dipendente. Senonchè, mentre per w = l si può (§5, e), in questo enunciato, 
sopprimere la restrizione che la variabile sia indipendente, altrettanto non 
si può fare per n>l, perchè nelle successive differenziazioni di dy sono 
state adoperate le (2) , non più vere quando non è x la variabile indipen- 
dente. 

9. Ed ora siamo in grado di capire ciò che nel § 3 è stato solamente ac« 
connato, vale a dire che si può esser sicuri dell'esattezza dell* eguaglianza 
tra infinitesimi a'=^' (ottenuta trascurando infinitesimi di ordine superiore 
in a^=P) tutte le volte che in essa non compariscono altri infinitesimi se 
non quelli che risultano da differenziazioni^ purché Teguaglianza stessa (ri- 
dotta, s'intende, a forma intera) sia resa omogenea, vale a dire che vi si la- 
scino i soli termini, infinitesimi deirordine minimo n. Infatti in ogni caso si 
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potrebbe, per trovare un'eguaglianza esatta, dividere i due membri per daH"^ 
e passare al limite; ma, si noti, questo passaggio al limite è diventato inu- 
tile, perchè i rapporti fm potenze di differenziali, infinitesime dello stesso 
ordine, sono uguali ai proprii limiti^ dimodoché Teguaglianza esatta da tro- 
vare è appunto a':flte'*=P':da;^ ossia a = p'. Qui sta tutto il segreto del Cal- 
colo differenziale. Inoltre Vomogeneità delle relazioni definitive tra differen- 
ziali ci offre un mezzo di controllo, utile nella pratica del Calcolo. 

10. Cambiamento della variabile indipendente. Poiché la 
formola (3), per n> 1, implica l'ipotesi che la variabile x è indipendente, 
se si vuole assumere (come spesso se ne sente il bisogno) un'altra variabile 
indipendente, é innanzi tutto necessario restituire alla formola stessa tutta 
la sua generalità , e procedere poi al cambiamento di variabile. Per questo 
basta ripetere le successive derivazioni di dy^ eseguite nel §8, ma senza 
servirsi delle (2). In tal modo si ottiene 

6py = d(y'dx) = dy'dx •{- yddtc = y"dx^ + y'd^x ; 
poi 

d''y = y"'dx^-\-^y"dxd}x + yd^x , 

d^y = y'^cto* + Qy"'dx*d^x + 3y "e?»»' + Ay'dx d^x + y'd^x ; ecc. 

Dalla prima eguaglianza si trae 

„ d*y ,cPx dxd^y — dyd^x 

^=5^'-^d^'= d^5 • <^> 

Similmente 

/.r ^^y o "^'^ '^^' dx^d^y'-'3dxd*xcPy'\'3dyd*x^'—dxdyd\x 

ecc^ Ài medesimi risultati si giunge più rapidamente differenziando una o 
più volte di seguito i due membri della (1). 

11. Esercizii: a) Se in un'espressione, che racchiude le derivate di y, prese 
rispetto ad una variabile x, si vuole che compariscano invece le derivate relative 
ad un'altra variabile t^ le formole trovate in ultimo luogo possono far subito co- 
noscere le espressioni da sostituire ad y\y"y,. , quando sia data x in funzione 

dx d^x 
di ty e per conseguenza sian note le derivate — , tt »••• Infatti si ha 

at dt 

dx , dy fdxS} „ dxóPy dyd^x 

di^'^di ' \dl)^'~'did^'^did?' 

(d^Y ^.^tdx's^d'^y dx d!^x dfy * dy ld}x\} dxdyd^x ^ 

di)^ \di) d?'~ Ttdi^di}'^ dcW/'^Tedidi^ '^^^' 

Invece, quando h data la nuova variabile t in funzione di tr, e si vuole che sia 
indipendente j si ha sempre 

^^^^dyd^^dy 

^ dx dt dx dt ' ^ ^ 

poi 9 per calcolare y\ si può fare uso della (4), dopo avere osservato che, do- 
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Tendo essere d*< = 0, si ha <"da)*+<'d*a?=0, e però 

dt ^ t"dt* 
dx^=—r , oPx'= . 



(7) 



(8) 



Dopo ciò la (4) diventa 

* di* ^ dt ' 
ma più agevolmente si stabilisce questa relazione col derivare rispetto ad x i due 
membri di (6). Derivando analogamente la (8) si giunge subito al risultato 






di 



di* 



di 



Con maggior fatica si deduce questo dalla (5), dopo avere aggregato alle (7) la 



formola 



d*x= 



Si" —t't' 



dt' 



(9) 



che si ottiene scrivendo ^^^ = 0, o pure differenziandola seconda formola (7); ecc. 
b) Supponiamo che per variabile indipendente si voglia assumere la stessa 
funzione y, proponendosi di calcolare le derivate x\x\.,. di x rispetto ad y. 
Le formolo (7), (9), ecc. , danno 



, 1 

07= — 

y 



y_ 



X = 



W-y'y" 



Queste, del resto, dalla seconda in poi, si ottengono più rapidamente derivando 
successivamente la prima. Si può anche far uso delle formolo (4), (5), ecc,^ in-* 
troducendovi l'ipotesi dell' indipendenza di y mercè le uguaglianze c^y=i=0, 
d'yrrzO,... . Si giunge cosi alle formolo 

3 ti* I ni 

m — XX 

y '=- 



, 1 n Og" 

X X 



X 



che non differiscono dalle precedenti se non per lo scambio di x con y. É del 
resto evidente che queste relazioni debbono essere simmetriche rispetto alle due 
variabili; ed effettivamente si può dar loro la forma 



3tr" — 2vfV' 



ex " f» ' 'i 

3y — 2.yy 



=0, 



-3 _3 

ay=l , XX * + y"y' * = , 

X y 

e) È facile constatare che dxd}y^dyd^x si può esprimere mediante le 
derivate prime e seconde di a; e di y, relative ad una variabile qualunque t^ ed 
il solo differenziale primo di ^; e però, per renderne più agevole il calcolo nei ya- 
rii casi particolari, si può sempre supporre t variabile indipendente, ed essere si- 
curi a priori che il risultato rimarrà valido anche quando non è ^ la variabile 
indipendente. Infatti si ha 

dx ó^x 





dx d^x dx \ 


dx dPx 1 = 


fdt ","~d/*+ d*<' — 




dt di* ^dt 1 


dy d}y 


di di* ^dt 1 





dt de^ 

dy d^y 
de de* 



ìdfi 



ossia 



\de dt* de de*J 
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dt\ 



Questa osservazione è più generalmente applicabile a qaalanque determinante, di 
ordine n, in cui la v^'"'^ colonna h costituita dai differenziali v^^' di n funzioni. 
Per esempio 

j dx cPx a'j; 

idi di^ d^ 

I dj/ d*t/ d\t/ 
I di dt^ de" 

I dz à'z d^z 
\dt di* d? 



dx d^x d?x 
dy d^y d^y 
dz ó?z d?z 



Tornando a dxófy — dyd^co, supponiamo che 07 ed y siano le coordinate carte- 
siane d*un punto, nei piano, e proponiamoci di trasformare in coordinate polari, 
r e 6 , Tespressione considerata. Giovandosi dell'osservazione precedente si può, 
per semplificare i calcoli^ prendere come variabile indipendente, nel qual caso, 
essendo a7 = rcos6 ,y = rsen6, si ha 

rfx = cos6.dlr — rsenO.dO , d*a7 = cos6.d'r — 2sen6.c?rc?6 — rcosO.rfO* , 

rfyrrsenO.dr + rcosO.dO , dV = 8en6.d*r4-2cos6.(ird6 — rsenO.dO' ; 

quindi si vede che 



dx d}x I = 
dy d}y I 



dr d}r'-rdò^ 
rdò 2drd6 



e finalmente 



cos sen 
-senO cosO 

,1 



dxd'y — dycPx = rViO» + 2d^ dr^ — rdO d'r = (r« 4- 2r — rr") rfO» . (10) 

Quantunque ottenuto supponendo c^0 = O, questo risultato è giÀ libero dalF ipo- 

d*r 
tesi che sia la variabile indipendente, purché per r sMntenda, non -r^, ma 

de» ^ de» ■ 

dj Proponiamoci di trasformare Tespressione (III, 32, e) del raggio di cwr- 
vaiura : 3 

Questa formola non suppone necessariamente che la variabile indipendente sia x^ 
purché si abbia cura di prendere y" sotto la forma generale (4). Cosi, adoperando 
anche la (1), si trova s 

(dx^ + dij*)* 

p _„ - « 

dxd*y — dyd}x 
In coordinate polari, siccome 

d.r« + dy» = (cose. dr — rsene.de)' + (sene.dr + rcose.de)' = dr« + r«de* , 

si ha, ricordando la (IO), e dividendo per de' numeratore e denominatore, 



p= 



r»-f-2r'— rr" 



— 120- 
À questa, poi, si può dare una forma più semplice, ed utile nelle applicazioni, sup- 
ponendo data la curva mediante un*equazione della forma — = /'(6), e cercando 
di esprimere p in funzione di f^f\f'\ Si ottiene subito 

r r ' ^ r r ' 

quindi , 

ej Ad un'altra notevole forma di p si giunge adoperando la variabile s, 
che soddisfa alla relazione ds*=dx*-\-di/*, e che in seguito si vedrÀ rappresen- 
tare la lunghezza dell'arco^ contato a partire da un punto fìsso. Dair identità 

dopo avere osservato che dsd^s=zdxd^x-\'dyó^y^ si ricava 

(dxd}y — dy d^xY = {d*x* + d}y^ — d^s") ds* ; 
quindi 

V UW W*v UW " 

Quando 5 è la variabile indipendente, il secondo membro si riduce alla forma sem- 
plicissima x" -f~ !/" 1 se si conviene di designare con apici le derivate prese ri- 
spetto ad s. Ora, per Tosservazione fatta nel precedente esercizio, si può esser si- 
curi che la formola 

1 .t „, 

sussiste qualunque sta la variabile indipendente. Ed effettivamente dalle ugua- 
glianze 

d*x „ , ,d^s d*y „ , ,d*s 

quadrando, sommando, e tenendo conto delle relazioni 
si deduce 






12. Ossenrazioni : aj L'ordinario Calcolo è tutto fondato, come si è visto, sul- 
l'ipotesi ^(a?) = l, fatta nel §8; ma le infinite forme che potrebbe assumere il 
Calcolo differenziale, in corrispondenza delle infinite possibili funzioni ^(a;), si ri- 
ducono tutte ad una sola. Così, per esempio, si potrebbe suir ipotesi ^(a?)=c* fon- 
dare un nuovo Calcolo, in cui bisognerebbe alle (2) sostituire drx={n — r)!da?'', 
ed in conseguenza, procedendo come nel § 10, si troverebbe 
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In generale il rapporto di d^y a da;** rappresenterebbe, non y^''^ ma l'espressione 
che si ottiene sostituendo y\y\y"\**, ad y,y*,y',... nello sviluppo del pro- 
dotto y(l/ + l)(i^+2)...(y + ^ — !)• Ma questa e le altre possibili forme del 
Calcolo si riducono in sostanza ad una sola, perchè il passare da una funzione x 
ad un'altra vale quanto cambiare la variabile indipendente nell'ordinario Calcolo. 
Per convincersi di ciò bisogna premettere che, essendo necessariamente continua 
la funzione x(^)« esiste sempre (come si vedrà in principio della terza parte dei 
corso) una funzione ^ di a?, che ha la derivata uguale ad \\fj^x). Nel Calcolo 
costruito in base alla funzione x(^) i differenziali di t sono 

vale a dire che le proprietà (2) si trovano trasferite da a; a ^, e però il Calcolo 
ideato non differisce dai Calcolo fatto nel modo ordinario in base alla variabile in- 
dipendente U È dunque ben naturale assegnare fin dal principio alla variabile in- 
dipendente la proprietà di avere il differenziale costante. Contro questa convenzio- 
ne, senza nemmeno cercare d'intenderne prima il significato, si scaglia da tempo la 
turba dei metafìsici. Alcuni credono che dx costante voglia dire che per dos si fissa 
un valore piccolissimo; altri che si salta da x successivamente ad X'\-dx ^X'\-2dx^ 
x-}-3da;,... ; altri soltanto che dx si conserva invariato da una differenziazione 
alla differenziazione successiva; altri, finalmente, mostrano *) di accettare (tutte 
in una volta!) queste assurde o grossolane o insulse interpretazioni. Invece, quando 
si afferma che dx h costante, non si vuol dire altro se non questo: dx non di- 
pende da X. Cosi il far tendere dx a zero equivale ad immaginare che, dopo 
aver fatto scorrere su sé stesso l'asse delle or, supposto rigido, questo tenda a ri« 
prendere l'antica posizione. 

bj Non è tuttavia esclusa la possibilità d' un Calcolo differenziale, in cui a 
nessuna variabile spetti un differenziale costante. Noi siamo infatti rimasti finora 
neir ipotesi specialissima che x(^) non dipende da a; ma se si prende, per esem- 
pio, x(ac) = e*^, il differenziale n*"^ di a?, invece di essere infinitesimo dell'or- 
dine n, ha l'ordine 2n — 1, e soltanto in generale d^y è dell'ordine n, giacché 
invece di (3) si ha, per n>l, 

"■■'="■»& • 

—il 
senza poter togliere il segno lim. Similmente, per x(ac)=^ *, convenendo che 

l'infinitesimo a conservi il segno di x, ogni differenziale n*'^ è quasi dell'or- 
dine n (nel senso accennato in fine del § 1) rispetto a c^o:; ma non sussiste più 
l'eguaglianza (3), perchè il rapporto d^yidx^ è infinitamente grande in valore 
assoluto, ed invece si ha 

d^'y 

a X 

qualunque sia n. 11 nuovo Calcolo potrebbe forse avere altri vantaggi, ma è certo 
che gli mancherebbero quelli che il Calcolo usuale attinge nella semplicità e nel- 
r omogeneità delle sue formolo, e nella precisione del computo dell'ordine degli in- 



*) «e Nuove considerai ioni sulla metafisica del Calcolo infinitesimale » (Memorie della 
R. Accademia delle Scienze dell* Istituto di Bologna, 1695, p. 309). 

16 
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finiteaimi; ma sopratiitto verrebbe meno quella che (per quanto si h detto nel § 9) 
si può considerare confìo la vera ragione di essere del Calcolo differenziale, giac- 
ché i rapporti tra potenze di differenziali, infinitesinoe del medesimo ordine, non si 
manterrebbero più eguali ai proprii limiti, e però nel nuovo Calcolo non si trove- 
rebbe per cosi dire assorbito il Calcolo dei limiti. 

13. Differenziazione parziale. Nella funzione f{x,y,z^..*) si at- 
tribuiscano arbitrarli incrementi ^x,^y^... alle variabili, supposte indipen- 
denti. Considerata come funzione (c/>. IV, 2) della sola x^ o della sola y, c?cc., 
la predetta funzione ammette i differenziali 



X ' y 3 

che si chiamano differenziali parziali. La loro somma è il differenziale io- 
tale, che si rappresenta con df. Ciò premesso, facciamo le seguenti osserva- 
zioni : 

aj i differenziali (parziali o totali) delle variabili indipendenti sono 
gli stessi incrementi arbitrarii 5a:,5y,... . Infatti, se si prende f=x^ si ha 
/]^=1 ,/'^=/]|=-- = 0, e conseguentemente dx = Bx^ ecc.; 

b) ora le uguaglianze che definiscono i differenziali parziali diventano 

r-^ /-'-V r-^/ 
^«-rfo? • ^y^dy ' '^^dz ' 

Per la semplicità della scrittura conviene sopprimere gli indici a;,y,jer,... , in 
modo tuttavia che non sia possibile confondere i differenziali parziali col 
differenziale totale df. Perciò nelle differenziazioni parziali si suole adope- 
rare il segno 3 invece di d, e scrivere 

f'^'^f f'^'^L f'^^^ 

Sotto questa forma interverranno d' ora in poi nei calcoli le derivate par- 
ziali. 

14. Differenziazione totale. Per definizione il differenziale totale è 

"òf 'òr "òr 

quando le variabili indipendenti sono x^y,z,.,.; ma importa osservare che 
la relazione (11) sussiste quando le variabili non sono indipendenti. Si con- 
sideri infatti la funzione fiu^v^w^...), in cui ti,t;,u;,... sono funzioni di 
altre variabili a?,y,;er,..., in numero qualunque, indipendenti fra loro. La 
definizione del differenziale totale permette solo di scrivere V eguaglianza 
(11), e non 

df=lCdu + ìf-dv+l^-div+ (12) 

ou ov aio ^ 
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E chiaro che, derivando la funzione f uell* ipotesi che varii la sola a;, o la 
sola y, ecc., si ha, applicando la regola (IV, 4) per la derivazione delle fun- 
zioni composte, 

ò£__òj^'òu 'òf'òo ììf 'òio 

Òj) òu'òx òoÒx "010 'òx ' 

Sostituendo nella (11), ed osservando che 

rft? = .— cfa7 + ^dy+ — é/5: + , 

ox Oì/ oz 



8Ì ottiene precisamente la formola (12) , che si deve considerare come fon- 
damentale nei calcoli di differenziazione. 

15. Osservazioni: aj La necessità di adoperare il segno d invece di d si rende 
manifesta mercè la seguente osservazione. Sia /*una funzione di 07, data come fun- 
zione di a; e di y =9(0). Il suo differenziale totale è dato dalla (11), limitata, nel 
secondo membro, ai primi due termini, e però la sua derivata h 

dee <)a? di/ dx ' 

cioè -7- differisce, in generale, da :r- . 
dx " Ox 

b) Per interpretare geometricamente il differenziale totale, almeno nel caso 
di due variabili indipendenti , si consideri la funzione definita dall* uguaglianza 
;5=r/'(a?,y), che nello spazio rappresenta, in coordinate car- 
tesiane, una superficie. Un arco MM' di queata superficie si 
projetti, parallelamente alleasse ^, in MQ, sul piano che 
tocca la superficie in M, e si completi la costruzione del pa- 
rallelepipedo , che ha per base , nel piano a?y, il parallelo- 
gramma costruito sui lati dx e dt/ (incrementi arbitrarii 
delle coordinate di M), ed ha la faccia opposta nel piano 
tangente. Siccome questa è un parallelogramma MAQB, il 
punto medio di MQ coincide col punto medio di AB, e però 
si ha MP + QP'= AA'+BB'. D'altra parte, ricordando ciò che si è detto nel §6, 

MP=:5 • kk'=z-\-^dx , BB'^z^^dy . 
ox Oì/ 

uZ uZ 

Dunque QP' = ^4-;— dx-\--^ dy=zZ'{-dz. In altri termini dz rappresenta l'in- 

OX 01/ 

cremento HQ dell'ordinata del piano tangente, come Bz rappresenta T incremento 
analogo HM' per la superficie. Adunque sostituire dz sl Bz k come sostituire alla 
superficie, nelle vicinanze di ciascun punto, il piano tangente nel punto stesso. 
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16. Differenziazioni successive. Quando in f{x,y,z,..,) si sup- 
pone variabile la sola x^ sono applicabili le considerazioni fatte per le de- 
rivate successive delle funzioni d'una sola variabile indipendente, e però alle 
successive derivate parziali di f rispetto ad x si può dar la forma 

ay ÒY ÒY 

se si conviene di non far dipendere da x^y^z^,.. gli incrementi arbitrarli 
dXjdy.ds,...» Si è visto (IV, 3) che, sotto certe condizioni, generalmente sod- 
disfatte nei calcoli usuali, il risultato di n derivazioni parziali successive, 
nelle quali si suppone i volte variabile la sola x, j volte la sola y, ecc. (es- 
sendo necessariamente i+Ì + '" = ^0» non dipende dall'ordine delle deri- 
vazioni, e però si può supporre che si eseguano in primo luogo le t deriva- 
zioni rispetto ad x^ poi le j derivazioni rispetto ad y\ ecc. Il risultato delle 
n derivazioni si conviene di rappresentarlo così: 

ÒY 

a^^V^^* * 

Per esempio, le derivate parziali di z^ funzione delle variabili x ed y, sono 

3^ 3^ Vz yz yz ò^z 3'^ yz yz 



Le prime cinque, frequentemente adoperate nella teoria delle superficie, si 
usa designarle per brevità con p,q,ryS,t Ora, passando alle differenzia- 
zioni, partiamo dall'eguaglianza (11), e differenziamola supponendovi dx, 
dy^dz,... indipendenti da a:,y,£r,.... Si ottiene 



+ • 



aY av av 

Siccome si può, indipendentemente dalla funzione che subisce l'operazione d, 
rappresentar questa scrivendo 

d=z-^.dx-\-:r~^dy4-^--.dZ'\' , 

òx ^ Tiy -^^Iz ^ ' 



si vede che si ha pure 

ovvero, simbolicamente. 

Differenziando nuovamente, e proseguendo sempre nello stesso modo, è chiaro 
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che si perviene alla relazione simbolica 

la quale suppone, se n supera 1, che Xyy,js^,,. sono le variabili indipen- 
denti. Invece se si ha, per esempio, z=f(x,y) con a? ed y funzioni di altre 
variabili indipendenti, si ottiene, con successive differenziazioni, 

17. Forinola di Taylor. La segnatura differenziale permette di porre 
la formola di Taylor (III, 12) sotto una forma notevolmente semplice, che 
conviene ugualmente alle funzioni di una o di più variabili: 

^f^df+'/,dV+'/,dV+'/udr+ (13) 

Limitandoci, per maggior chiarezza, al caso d*una sola variabile, osserviamo 
che la detta formola si può scrivere nel seguente modo : 

drix) = r{x)dx + '/,nx)Bx^ + 'urxx) ^^^ -f (h) 

Se a; è la variabile indipendente, si ha ^x=^dx,f^''\x)Bx'' = d''f(x)i e si 
trova cosi la formola (13). Siccome poi il significato di ciascun termine di 
questa non è legato ad una speciale scelta della variabile , è chiaro che la 
formola stessa vale qualunque sia la variabile indipendente. Questa esser- 
vazione è necessaria, altrimenti non si potrebbe affermare che, nel secondo 

membro di (14), il termine n^"^^ è —^dY. Invece, elevando 

dx = dx + '/^d^x-\-'/^d'x + '/^,d*x + 

successivamente al quadrato, al cubo, ecc , si dovrebbe scrivere 
/ = (d^, + V,c?,r + ^Ud'o; + . . .)/•'+ V,(^ '•' + d^'d'ùJ + . . Or+ 'U(d,v^+ • • •)/-'"+ • • 



e si ricadrebbe sulla (13) raccogliendo i termini infinitesimi del medesimo 
ordine : 

fdx^df , y,(rd'x+rda;')='/,dv , 
y,(rd'x+3rdxd''x+rdx')='/,dr , 

18. Derivate in una data direzione. Supponiamo, per fissare le 
idee, che si abbia una funzione f{x,y,^) di tre variabili indipendenti, ossia 
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una quantità, della quale sono dati i valori in ogni punto dello spazio. Il 
modo più naturale di estendere la nozione di derivata, quando si passa dalle 
funzioni d*4iua variabile unica a quelle di più variabili, consiste nel consi- 
derare r incremento che subisce la funzione quando da un punto M si va in 
un altro punto M', e nel cercare il limite del rapporto di tale incremento 
alla grandezza h del segmento MM', nell'ipotesi che, fissato M, si faccia 
tendere M' ad M in una data direzione, definita dai coseni <x,P,v dei suoi 
angoli con le direzioni degli assi. È questo limite che si chiama derivata 
della funzione nella direzione considerata. Esistono dunque intorno ad ogni 
punto M infinite derivate; ma esse sono tra loro vincolate in modo assai 
semplice e notevole. La derivata nella direzione (a,p,Y) è infatti 



lim 

h=0 



f{x + ah,y-^^h,z + *^h)-^r{x.y.z) 



dove le derivate parziali prime di /*, supposte continue, s'intendono calco- 
late nel punto M. Immaginando un segmento infinitesimo (£7, collocato, con 
un estremo in M, sulla retta uscente da M nella direzione (a,p,Y), la de- 
rivata in questa direzione si suole rappresentare con y* * Adunque si ha 

Fissiamo una direzione, ì cui coseni direttori ocg.^^.Yo siano proporzionali 
alle derivate parziali prime di /', dimodoché 

òx òy b^ 

Se 6 rappresenta rangole della direzione (a,P,T) con («ojPojYo)» si ha 

^=(aa, + pp,+rro)Kv=cose.l/A7. 

Dunque, se portiamo nella direzione («oiPojYo) ^^ segmento J/^/", la proje- 
zione di questo segmento sopra ogni altra direzione misura la derivata della 
funzione nella direzione stessa. Ne segue, in particolare, che la direzione 
(»o>Po»To) è quella secondo cui più rapidamente varia la funzione. Nelle 
infinite direzioni perpendicolari ad essa la funzione tende invece a rimanere 
costante* 

19. Parametri differenziali. Si chiamano cosi quelle espressioni , 
formate con le derivate parziali d'una funzione f, che son dotate di carattere 
invariantivo i hanno cioè un significato indipendente dalla scelta degli assi. 
Si capisce che siffatte espressioni sono destinate ad acquistare una grande 
importanza in Geometria, in Meccanica, in Fisica, dovunque si tratta di 
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studiare fatti, che non hanno nulla da vedere con gli assi che si scelgono *). 
Così le derivate parziali prime di f sono evidentemente vincolate agli assi 
di riferimento, e cambiano con essi; ma resta sempre invariata la somma A/' 
dei loro quadrati, che per questa ragione si chiama parametro differen- 
siale del primo ordine. Infatti si è visto nel paragrafo precedente che A/" è 

uguale al quadrato di y- nella direzione della più rapida variazione di /*, 

ed è ovvio che tale direzione dipende solo dai valori di /", e non dagli assi 
di riferimento. E anche invariante l'espressione 

vr Vf av 

che si chiama parametro differenziale del secondo ordine. Infatti si ha, 
ripetendo la derivazione nella direzione (a,p,Y)i 

Da'" 



%=4X'K^-X{'l^^l^-)^- 



e se si cerca il luogo delle rette, uscenti da M, secondo le quali è nulla la 
derivata seconda, si trova il cono quadrico 

«^-^ + P%-7 + -+^«P<)x3y + - = «- (^^> 

Evidentemente questo cono non dipende dalla scelta degli assi. È dunque in- 
variante il discriminante (hessiano della funzione /') della forma quadra- 
tica (15), e godono **) della proprietà invarianti va anche le somme dei suoi 
minori principali del primo o del secondo ordine, ed in particolare A'/*. Le 
funzioni per le quali si ha sempre AY=0 (equazione di Laplace) si ai- 
cono armoniche^ ed hanno molta importanza nelle applicazioni del Calcolo. 
Armonica, per esempio, è la temperatura in un corpo termicamente equili- 
brato; è armonica la funzione potenziale fuori dei punti occupati dalle masse 
attive; ecc. 

20. Le considerazioni precedenti gettano molta luce sulla discussione 
dei minimi e dei massimi delle funzioni di più variabili. Se per M si conduce 
una retta qualunque, e si considerano soltanto i valori che una funzione 
prende lungo questa retta, è chiaro che in M non si avrà né minimo né mas- 
simo, a meno che non sia ;r-=0. Siccome ciò avviene nelle infinite direzioni 

da 

perpendicolari ad (oio»Po»To)» si vede che per ogni punto M dello spazio 
^passano infinite rette, situate in un piano, lungo le quali la funzione subi- 
sce, in M, un minimo o un massimo* Possono tuttavia fare eccezione certe 
due rette, generatrici del cono (15), giacché lungo tali rette la derivata se- 



*) A questo concetto s'informa il « Calcolo differenziale assoluto ì^t ideato da G. Ricci, 
dell'Università di Padova {Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, 1892, p. 186). 
• *) « Analisi algebrica » p. 6§. 
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conda si annulla in M. Tatto ciò suppone che le derivate parziali prime non 
si annullino simultaneamente nel punto che si considera, altrimenti, essendo 

allora ;r- = in ogni direzione , è chiaro che lungo tutte le rette uscenti da 

siffatti punti la funjs ione subisce, in essi, un minimo o un massimo , fatta 
eccezione, forse, di quelle che son collocate sul cono (15). Se questo è im- 

maginario, non sì presenta Teccczione, e ^-^, funzione continua di a , p , Yi 

non potendo annullarsi per valori reali di a,P,Y, conserva un segno inva- 
riato per tutte le direzioni. Così si spiega perchè, avendosi in M sempre un 
minimo, o sempre un massimo, in qualunque direzione, la funzione ha effet- 
tivamente nello spazio, in M, un minimo o un massimo. Invece, se il cono 
(15) è reale, non si avrà né minimo né massimo, perchè lungo certe rette la 
funzione diventa minima in M, lungo certe altre diventa massima, e le due 
regioni costituite da tali rette sono separate appunto dal cono (15). Nel caso 
particolare delle funzioni armoniche, le tre derivate parziali seconde, la cui 
somma è AY=0, non possono aver tutte il medesimo segno, e però il cono 
(15) è sempre reale. Ne segue che le funzioni armoniche son prive di minimi 
e di massimi. 



21. Cambiamento di variabili. Se della funzione f(x,y,z,,..) si 
vogliono esprimere le derivate parziali supponendo che si assumano altre 
variabili t^,t;,u;,... , si ha subito, facendo prima variare la sola Uy poi la 
sola Vj e cosi via, 



^'àf'àx ,3/^^ JL.K'^l _L 
"òxdu ììì/òu 'òs'òu 

dx Dv "01/ "òv ' òz òy 

òw ~" 9a? òw? òy òw "òz òio * 



"ÒU 



V a/- 



Da questo sistema di equazioni lineari si deducono i valori di ;r-, ;r-,." < pur- 
ché non sia nullo *) il determinante 



()a^ 


ay 


Ss 




ììu 


iu 


du 




da: 


3Z/ 


ì)z 




ìiv 


ì)v 


a» 




ìix 


3y 


òg 




ì)w 


ì)w 


òto 





') Fra breve si vedrà che questa coodizioue è soJJUralta quaudo «,y , j, ... sono iadii>en- 
denti fra loro. 
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che sì chiama determinante funzionale o jacohiano delle funzioni x^tf^e^..-^ 
rispetto ad u^v^Wj..,, e si rappresenta cosi: 

a(tt,r,tt>,...) ' 
Ciò premesso si ottiene, risolvendo il sistema considerato, 

So? à(ti, r, «?,...)' ()(M,t7,u7,...) 
Similmente 

5y"" ()(M,r, «?,...)' ^C^^i^'j^'i--) ' <^* ()(w,t?,tt>,...) ■ 3{u,t7, «?,...) 
Per calcolare poi le successive derivate basta operare analogamente sulle 
derivate già ottenute. 

22. Esercisio: Proponiamoci di esprimere in coordinate polari i parametri 
differenziali d*una funzione di due variabili. Si ha a; = rcosO ,yr=r8enO, e 

;e-=:;-^COSe + :^8enO , — ^ = — :r^ SenO + ;r^ COSO . 

òr 3j7 * 3y r 06 da? Sy 

Dunque 

àr ^f ^ l'àf . 3/" ^r ^ , l'or ^ 

±='cose ^sene , ^= -L8en6 + — ^ costì . (16) 

ix òr r 06 di/ Or r Oi ^ ^ 

Dei resto queste ultiooie formolo si possono stabilire direttamente, come le prim(9| 

dopo avere osservato che dalle relazioni r*=x*-l-y*, 6 = arctg~ , si deduce 



T^r X ^96 

— = — = cose , — = - 

ox r òx 


y 


sene 

r 


'òr y ti ^^ 
;r-=~ = sene , ^ = 
ly r ' Oy 


X _ 

7»~ 


cosO 
r 


Quadrando e sommando le (16) si ottiene 







^-©■+(ll)' 



Ora, se applichiamo le (16) a ^r- e ;r- , invece che ad /*, troTÌamo 

.-^ = .- ( ^- cose -^^ senO ) cosO ^A<- cos6 =^ senO ) 8en6 , 

^= ;r- ( ;;^ 860© + — ^^ cosO IsenO A :;r7 ( ^ scnO H ~ cosO )C08« , 

cioè 

.^=-^8en«6-2(^.^^--^j8enecose + (-l + ^^)co8'e. 



t* 3r' ' \»* 3d r òr Se/ ' \r &>• ' r* 367 



17 
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Nel caso di n Tariabili, se /" è funzione della sola r^=yx*-\-y*-\- £*-{-..., si ha 



J)/- ttdf 


òr ydf 


li f zdf 


òx~ r dr ' 


' ìiy r dì- 


' ì>t~ rdr ' 



poi 

^ — J-^-L^ d /l dr\ 
Hx* ~ td^'^'rd'Ard'r)' *'"'" 
Danque 

^ \dr) ' ^ ^"" r dr^' dr\r drj^ r"'» dr\ dr) ' 
Dairultìma formola risalta che , se sì vuole ana funzione armonica della sola r , 

bisogna che r"""* -— sia costante, e conseguentemente che si abbia, a meno di co- 
dr 

stanti, f=ìogr per n = 2, ed f=r*'"' per n>2. 

S^'u.zi.aElozUL Intxx^Ucl-eo. 

23. Se nella relazione /'(:r,y) = si pensa y come funzione della x, si 
può, applicando la regola (IV, 4) per la derivazione dello funzioni composte, 
immediatamente scrivere l'eguaglianza 

dalla quale si deduce, quando ^-^0, il valore di y; ma nel far ciò si viene 

tacitamente ad ammettere l'esistenza di y\ mentre nulla ci autorizza ad as- 
serire a priori^ non solo che y esista, ma neppure che y possa riguardarsi 
come funzione di x. Nondimeno queste affermazioni sono lecite. Sia infatti 
(a?o,yo) ^^a coppia qualunque di valori di a? e di y, soddisfacenti ad /'=0, 
e supponiamo che, per x ed y variabili rispettivamente negli interv^Jli 
(oTo— A,a?o+^) ® (y^-^^iyo + A)» siano continue le funzioni f^ ed f^. Sup- 
poniamo ancora che h e k siano stati presi sufficientemente piccoli perchè 
f^ conservi sempre il segno di f^ix^.y^ì'^O» Ciò è possibile, per la conti- 
nuità stessa di f'^, È poi chiaro che, in forza delle ipotesi , il rapporto di f 
ad f^ non può diventare, in valore assoluto, arbitrariamente piccolo, e però 

esiste un numero positivo a, tale che, variando x ed y nei rispettivi in- 
tervalli, è costantemente |/y|>a|/]^|. Se ^, che si può prendere piccolo 

quanto si vuole, è minore di Ica, si ha 

h\r\<koi\n<k\n , 

X X y 
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e però nell'eguaglianza 

A.r,±A,y,±A) = ±A/V.±6A,yo±0A)±*r('-«±eA,y,±eA), (17) 

00 y 

che si deduce dalla forinola di Taylor tenendo presente che f{xQ,yQ)==0, 
il valore assoluto della prima parte del secondo membro è inferiore al va- 
lore assoluto della seconda parte. Dunque il segno di /*(a:^±A,yozh7c) è 
quello di ±kf^(XQàzbh,yQ±bk), e però, siccome il segno di f^ non cam- 
bia, si vede che, fissato per x un valore x^dik^ i valori di f{x^y) corri- 
spondenti ai valori yo"-* ed y^ + i di y hanno segni opposti. Qui si noti 
che, quando si assumono per h valori sempre più piccoli, Te si può lasciare 
invariato. Ora la funzione f(x^y)^ considerata come funzione della sola y, 
è continua, perchè ammette la derivata f\ Essa è dunque (1, 25) nulla per 

qualche valore di y, appartenente all'intervallo (yo — *«yo + *) giacché 
negli estremi prende segni opposti. Del resto , essa non può annullarsi più 
d*una volta, perchè la derivata conserva invariato il segno, e però (II, 19) là 
funzione cresce sempre, o decresce nel detto intervallo. È dunque vero che, 
fissato arbitrariamente un valore di or, esiste uno ed un sol valore di y, pet 
cui sussiste la relazione /'(a;,y} = fra i limiti considerati. Fra i limiti 
stessi la relazione f{x^y)=:0 definisce dunque una funzione y di ^, e que- 
sta funzione ammette la derivata , perchè dalP annullamento del secondo 
membro di (17) risulta, per h tendente a zero, 

Um-^-^ lim ^- ^^^'^ àz^h,y,±Òk) ^ f^x, , y,) 
±h };{x,±U,y,±bk) />o,yo) 

per ogni coppia di valori x^ ed y^, rispettivamente compresi negli inter- 
valli, nei quali si avverano le condizioni deirenunciato. 

24. Più generalmente, se la relazione 

r{x,y,z,...,u) = (18) 

è soddisfatta dai valori x^yy^^e^y,..^u^ delle variabili, se intorno a questi 
valori esistono e sono continue le derivate parziali prime di f, e se, per i 
valori considerati , è /^^O, si può affermare che u è una funzione delle va- 
riabili a;,y ,jer,... , che ammette le derivate parziali prime. Queste si otten- 
gono derivando parzialmente la relazione (18), cosi: 

La dimostrazione è identica a quella del caso particolare già considerato. 

25. Ulteriori differenziazioni porgeranno ì valori delle successive deri- 
vate. Per esempio, nel caso della relazione /'(^,y) = 0, basta differenziare 
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r-dte+ ^^y=0 per calcolare y'\ giacché si ottiene 

<)V ()V 3V 3/ 

3x' ' ì)xì)y "^ ' Si/* ^ ^ 3y ^ ' 

se ne ricava subito, mettendo per y il suo valore, 
ovvero 



1 





3/- 

bx 


a/- 


■"W 


ì)y 


W/ 


a/- 


3Y 
b7* 


3*c3y 




V 
h 


3Y 

"òyDx 


di/» 



ec(;. Proponiamoci ancora di calcolare le derivate parziali j) , ; , r , 5 , < delia 
funzione jer, definita implicitamente dalia relazione /*(^,9,^)=0. Le prime 
due derivate si deducono dalle uguaglianze 



IÌ+I-» 



I+I-» . 



(19) 



ottenute derivando parzialmente f=0 rispetto ad ^ e ad y. Ora, derivando 
la prima eguaglianza rispetto ad Xy la seconda rispetto ad j/, si trovano le 
relazioni 






ay , ay 



%■ 



ay 
ay' 



ay 



s^'+^a^''+a^P'+^''=° ' yò+^^9'^^^9*+^J=^ ' 



9^()3 



ay. 
a^' 



■%' 



dalle quali si ricavano i valori di r e di /: 



r = - 



© 





da; 

aa 



ay 

dz'òx 



a^ 
ay 

ay 






©■ 






a/- 
ay 


a/ 
ay 


ay 
ay» 


a/ 


ay 



as 
ay 

a«» 



a^: a«ay 

Derivando la prima eguaglianza (19) rispetto ad {^, o la seconda rispetto 
ad X, si ottiene 

a; òr 

dx "òz 

ay 



*=r 



©■ 



ay 
a« 



ay 

3V <>V 



Òa: Da? 05* 

Qui si noti che i tre determinanti precedenti si deducono dair unico deter- 



minante 



133 — 



D = 






òr 

^x 




3/ 


3/- 
ììx 


òV 

ìix* 


av 




V 


ay 


ay 


ay 


aj/ 


òy'òx 


3y» 


SySiT 


a/- 


dV 


av 


av 


ì>z 


àjòj; 


3aa</ 


Ss* 



prendendo i complementi algebrici degli elementi ~ , — t~^ » ^— n l'ispet- 
ti vomente. Ne segue, in virtù di note *) proprietà dei determinanti , 



r/ — s« = — 






26. Più generalmente ancora, date le m relazioni 



(20) 



soddisfatte per a?= a:^ , y =yo , . . . , m = w^ » ^ = ^o i • • • » si potranno conside- 
rare le m variabili w,t;, «(?,... come funzioni, dotate di derivate parziali 
prime, delle n variabili j?,y,^,..., purché le derivate parziali prime di 
9,4'i--* siano continue ed inoltre sia diverso da zero, per i valori conside- 
rati, il determinante jacobiano 

a(tt,t?,...) ' 

Per m = 1 si ricade sul teorema del § 24. Per dimostrare il teorema gene- 
rale basterà dunque far vedere che, se il teorema stesso è vero nel caso di 
m — 1 relazioni, esso sussiste per m relazioni. Ora, poiché nel punto (a:^, 
yo«'*'*^o<'*') si suppone d^O, si può essere sicuri che almeno una delle 

^cp ()© ()© 

derivate ^r- , =r- , ;r- , . .. è diversa da zero nello stesso punto. Supponiamo che 
g<p 3m dv òto 

sia <-^0. Allora, rammentando le ipotesi fatte , ed invocando il teorema 

del §24, si può dire che u è una funzione di as,y,...,V|t^>-**f dotata di 
derivate parziali prime. Se immaginiamo che se ne sostituisca Tespressione 
nelle rimanenti equazioni (20), troviamo 






(21) 



*) a Analisi algebrica » p. 31. 
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È questo un sistema dim — 1 equazioni , che lega le m — 1 variabili v,w,... 
alle rimanenti n. Le derivate parziali prime di 9i,Xi9-* esistono e sono 
continue, perchè si ha 

3j? òv 'àu'òx ' 3y òy du'òj/ 
Ben presto vedremo che il nuovo jacobiano 

è, come d« diverso da zero. Dunque il sistema (21) definisce v,w,... come 
funzioni di j;,y,ir,..., dotate di derivate parziali prime, ed altrettanto si 
può dire di u, quando si immagina che nella sua espressione, dedotta dalla 

prima delle (20), si sostituiscano t;,t(;,..., in funzione di x.y^e^ Si 

ottiene cosi un sistema di funzioni t«,t;,t(;,..., le quali prendono i valori 
t^oiVo.w'o»"- P®** a5=^o»y=yoi^=J8^o» -M ed ammettono, intorno a que- 
sto punto, le derivate parziali prime. Adunque tutto si riduce a dimostrare 
che d|^0. Orbene supponiamo che, in ci, gli elementi della prima colonna 

moltiplicati per ^, si aggiungano ordinatamente a quelli della seconda; 
poi gli stessi elementi, moltiplicati per ^^ > sì aggiungano a quelli della ter- 
za colonna; ecc. Gli elementi del nuovo determinante sono 

2^9 ?9 D9 Dw ^9 39 Dm 

Dm ' 'òv 'òu'òv ' òw 'duòlo T ' 

ò^ ò^ ò^òu D^'i ^^ ò^òu D^^i 

Dm ' "òv òuòv òv ' òw"^ òu òio Dm?' 

Dx Dx D^Dm^Dxj .^ I ^^ — .^ 
Dm ' Dv Dm Dt? òv ' Dm? Dm Dm? Dm? ' 



» « ^9 . <>9 

J=r3|pp; e si^^^"»« — 

dazerò, è pure 3,^0. 



Dunque 5=3|pp; e siccome ^ ha un valore finito, e 3 si suppone diverso 



27. Constatata cosi resistenza delle derivate parziali prime delle fun- 
zioni definite dal sistema (20), si possono rapidamente calcolare le derivate 
stesse derivando parzialmente le uguaglianze (20) rispetto a ciascuna delle 
variabili a;,y,j0r,... , che si assumono come indipendenti. Cosi, per esempio, 
derivando rispetto ad re , si ottiene il sistema di equazioni lineari 

D9 D9 Dm D9 Dt? D9 Dm? 

D^ + 'Di^D^"*"^ D^ + "Di^ D:I^+ ' 

Dtp D^/ Dm Dtp Dr? DtJ; Dm? 

ò^'^^ò^'^ò^ò^'^òi^ò^'^ " ' 
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il cui determinante è appunto d^O. Ne segue, per la regola di Cramer, 
òu 1 3(9, ^J;,...) 3i? _ 1 9(9, tp»---) 

2S, Esercizii : a) Se ad ana linea piana, rappresentata dall'equazione 

f{pc,y,u,v, )=0 , 

in coi tt,t7,... sono implicitamente definite in funzione delle coordinate os edy 
mercè le n relazioni 

9(^,y,w,t?,...) = , ^{x,y,u,v,...) = , ... , 

si vaole costraire la tangente in an punto qualunque, non è necessario eliminare 
2^,t7,... frale n-^-l uguaglianze per ottenere prima Tequazione della linea in 
X ed y\ ma, considerando invece le predette uguaglianze come quelle che defi-* 
niscono y,tt,v,. . in funzione dell'unica variabile indipendente x, basterà deri- 
varle ed eliminare le derivate di ti,t?,... dalie equazioni in tal modo ottenute: 

007 Sy dx 'òu dx òv dx ' 

S9 2)9 dy 09 du ,59 dv 

'òjc "òy dx "òu dv"^ 'òv dx ' 



Uno dei grandi vantaggi del Calcolo differenziale consiste appunto nell' evitare 
eliminazioni quasi sempre impossibili praticamente, conducendo invece, mercè la 
derivazione la differenziazione, a sistemi di equazioni lineari^ che si sanno ri- 
solvere. Cosi, nel caso attuale, si giunge alla formola 

dy ^ ^Ay,»,>-) . a(A9, »,>..) ^ 

dx a(^\w,r,...)'a(y,w,t?,...) ' 

estensione manifesta di quella ottenuta in principio del § 23. 

b) Similmente una superficie sia data mediante due equazioni, vale a dire 
che la relazione fra le 'coordinate dei suoi punti si debba considerare come risul- 
tante dall'eliminazione di u ìvbl le equazioni 

9(a.,y,^,tt) = , ^{x,y,z,u) = ; 

e supponiamo che si vogliano calcolare p^q^r^sj, cioè le derivate parziali pri- 
me e seconde di z, funzione delle variabili indipendenti x ed y. Derivando le due 
equazioni una volta rispetto ad x^ l'altra rispetto ad y , si ottengono i sistemi 

89 89 ò-sr 89 3w f ^9 I ^9 ^^ ()9 Sw 

"òx 'òz "òx 3m Do? ' ) ^y ^^ ^y ou 'ò'j ' 

ì^ , 5+ ^'^ _f- ^'V ^" A ) "ò^ j.'ò^ "òz 'ò^ ^" —n 

'òx-ìiz'òic'òu'òx'^ ' \ "òy ìiz òy "òu "òy ' 

dai quali si deduce 
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Le altre derivate si possono ricavare, con derivazione diretta, da p e g, o anche 
risolvendo le equazioni che sì ottengono col derivare parzialmente i sistemi prece- 
denti. In particolare, se l'equazione della superficie è s = f{{c,y^u)^ dove u è im- 
plicitamente definita in funzione à\ od e ài y mediante Tequazione 9(ar,y,n) = 0, 
si ha subito 



^f _y <^f t)w 39 <)9 Dm 



e quindi 



Poi 



dx 'òu di 



()./? 'òu ib.v 



^9 ()/" 39 òf ()9 
— ^/'^ 3/^ 3^ _ a^ òw "^ÒM òa-_ a(/',9) 39 
"" òa; du 39 39 3(07 , u) ' 3w 



òu 



òu 



*' — '3^; """ 3u.» + 3:ì-3w Ò.V "^ 3m* \ 3a7 "^ òu 3/"* ' 

3m 3'm 
dove per ;— e ;r— j bisogna porre i valori che si ricavano dalle equazioni 

òx'^ÒìÌò:^ ' òJ'''^'^ò7òuò:^^òu^\ò~J^) '^ 



39 3'm 



òu Òj 



^ = ; ecc. 



29. Date w funzioni yi,yji.«,y« delle w variabili fl;i,«j,...,a?„, è im- 
portante saper riconoscere se esse sono fra loro indipendenti^ cioè se nes- 
suna di esse è funzione delle altre. Per questo basta esaminare la matrice 
jacobiana del sistema, ossia 

àyi 3y, 3y, 3y, 



òu\ 3^-, òx^ 

Sy, 3y, 3y, 
3a7j 3a*j 3^3 



3.;„ 
3a7« 



^^ .^i'-» i^- ... ^ 

3vf| 3.>r^,/ 3a7g 3^'^ 

i cui elementi si suppongono funzioni continue. Se [i èia caratteristica della 
jacobiana, il sistema considerato racchiude fi funzioni indipendenti, e le 
altre m — [i sono funzioni delle prime. Dimostriamo questo importante teo- 
rema: 

a) E lecito ammettere che il determinante 

j_. <^Cvt^yt Vy) 

ò(x^,x^,...,a;^) 

è diverso da zero, perchè la jacobiana racchiude, per ipotesi, almeno un de- 
terminante, non nullo, dell' ordino jx, e si può sempre supporre che tale de- 
terminante sia proprio 3, perchè basta immaginare che si numerino con 
indici non maggiori di fi appunto le funzioni e le variabili che compariscono 
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nel suddetto determinante. Intanto siano 

le espressioni delle funzioni considerate, si ponga 

e si consideri il sistema 

?l==0 . 9,r:=0 , ... , 9^ = , (22) 

come atto a definire implicitamente, secondo quello che si è detto nel § 26, 
le variabili 

a-j , a-, , . . , , iTp^ , y^^^ , y^^, f'il/m (23) 

in funzione delle rimanenti 

2/i , y» » • . . , y,* 1 a^pu^n v« ' • • • ' ^" • (^) 

Per questo occorre che non sia nullo il determinante funzionale 
e ciò effettivamente ha luogo, perchè, essendo 

è chiaro che il detto determinante si riduce a (--1)"'"**.3. Dunque, se 6, è 
il valore di y^ nel punto (a, , a, , . . . , aj > intorno al quale si ammette l'esi- 
stenza (e la continuità) delle derivate parziali prime delle /*, si può affer- 
mare che il sistema (22) definisce le (23) come funzioni implicite delle ri- 
manenti variabili intorno al punto (fe|,fej,...,6pn «|ji*«i«pi+f »•••»««). In altri 
termini, per ogni sistema di valori, arbitrariamente attribuiti alle (24), pur- 
ché questi valori differiscano da &|,6,,...,6pi, a^i*, ,ajj+,,...,a„, rispettiva- 
mente, per meno d*una certa quantità, si hanno valori ben determinati per 
le (23); e però, immaginando che alle prime fi variabili x si attribuiscano 
appunto questi valori, e che le rimanenti n — jx prendano i valori già loro 
dati in principio, si vede che yt^y^^-'^fy^ assumono i valori prescritti, i 
quali, fra certi limiti, sono stati presi ad arbitrio. È dunque vero che le pri- 
me pi funzioni y sono tra loro indipendenti. 

b) Bisogna ancora far vedere che le altre m — fi funzioni y sono fun- 
zioni delle prime fi. Da quanto precede risulta solo che ciascuna di esse è 
funzione delle (24). Pertanto ci basterà provare che, se i e j sono maggiori 
di fi, la funzione yj è indipendente da x^. Ora, se deriviamo le (22) rispetto 

18 



— iss- 
aci Xi^ contiQuando sempre a considerare le (23) come funzioai delle (24), si 
ottiene 



I òa-j 3u-, .fi/', da;,. 






d j;^ òxi 



du?^ 



ba;^ ba'< 3a7j òx,. 






S^; 



e però, eliminando le derivate delle x , 









Òx^ Sa', 



9a\. Da-, 






3^ ^ 

ìix^ òa?,- 3a7f 



= 0, 



,^^i_ 



^^J^( 



cioè 5c^=0, e finalmente ;r^=0. 

30. Corollario. Perchè n funssioni u,v,w,... d» n variabili x,y, 
z,... ^»ano fra loro indipendenti, è necessario e sufficiente che sia 

b(a?,y,^,...)^ 

Qui, come precedentemente, le funzioni si suppongono dotate di derivate 
prime continue. 

31. Segnaliamo, per finire, una notevole proprietà dei determinanti fun- 
zionali, la quale si può considerare come un'estensione della regola (11,4) 
per la derivazione delle funzioni di iunzioni. Supponiamo che le y dipen- 
dano dalle X mediante altre funzioni u delle stesse x. Siccome si ha 






si vede subito che la moltiplicazione dei determinanti 

^(yi^yt yJ ' à(u,,u^ t<j 
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produce appunto il determinante funzionale delle y rispetto alle x* In altri 
termini 



In particolare 

^(^ji^?, x^) ^y^.y Vn) ^i ^ 



(25) 



(26) 



32. Esercizii: a) La formola (25) ne inclade altre, ottenute precedentemente. 
Per esempio, qaando si vuol fare un cambiamento di variabili in una funzione /*, 
si può subito scrivere 

Xr^y.^^'") 3(/',y,^....) ()(a?,y,-8r,...) 



d 

tore del secondo membro si riduce a r^ 

a 

^r <)(Ayi*,...) <)(a?,y,^,...) 



e poiché il primo fattore del secondo membro si riduce a :r- , si ha 



dx ()(w,t?,l£7,...) * ()(w,t?,l£7,...) 

b) Per mostrare T utilità dell* ultima formola, ci limitiamo al caso di tre 
variabili x^y,z^ date esplicitamente in funzione dì u^v^to, proponendoci di cal- 
colare le derivate di u^v^to^ rispetto ad x.y^z, senza cercare di conoscere 
prima le espressioni di n,v,w in funzione di x,j,z. Le due terne si suppon- 
gono costituite da variabili indipendenti, dimodoché 



a^l^Ki^^o 



La formola trovata neir esercizio precedente permette subito di scrivere 

3t#_ 1 3(y,g) du_^ 1 ' djz.x) "òv^ 1 ì>{y,z) 

òj?"" 3 'òiv.to) ' òy "" d a(t?,w) ' ()i?~" ci ()(u?,ti) ' ' ^ ^ 

e la questione è risoluta. Si noti che non è necessario conoscere queste derivate 
per calcolare il deterroioante funzionale di \*,v^to rispetto ad co.y^z, ed i suoi 
minori del secondo ordine, perchè, in virtù di (26) e delle stesse (27), si ha 

3(w,r,w) 1 ()(»,«?)_ 1 dx 'ò(v,w) __ 1 Sy 

Xoo,y,z)~'3 ' 'à(y,z)'^ d Tiu ' d{z,x)'^~d ìiu ' 

Similmente, se si tratta di calcolare i differenziali totali di u^v^to^ si comincia 
daireseguire la differenziazione totale su oo.y^z; poi le relazioni 

Idx òx l^x 

dx := T— du 4- ^— dv 4- ^r— dto 
ou ov ow 

dy rJldu + \^dv + ì;Uto (28) 

ou OD àio ^ ^ 

02 ìiZ Dz 

dz =: -— du ^- r- dv 4- -e- ^^ 
ou ov ow 



ecc. 



porgono i vaiolai 

dai quali si posson dedurre nuovamente le forinole (27). 

cj In molte applicazioni si ha bisogno delle (28) per calcolare la somma 
dx^'\'df/*']'dz^^ che si cambia subito in un'espressione della forma 

acfw' + bdv* + cdto* + 2fdvdio -f 2gdwdu + 2hdudv , 

dove per brevità si è posto 

«=20. -2©' r=l'i'£ 

È importante osservare che, quando sono note le sei funzioni a^h^c^f^gji^ è an- 
che noto il determinante funzionale d, perchè si ha 



a h g = 



3» . 



h b f 
g f e 
ed analogamente si possono esprimere le somme 

W/ ' AW ^-òx'-òx 

i cui valori sono dati dai minori bc — /^,ca — g^^.^-igh — af^,.., divisi per 5*. 
d) Quando x^y^z dipendono anche da un'altra variabile i^ indipendente 
da u^v^to, anche 3 dipende, in generale, da ^, e si può aver bisogno di calco- 
larne la derivata 3\ Se si designa con un apice ogni derivata, presa rispetto a t^ 
la regola (IV, 8) per la derivazione dei determinanti dà 

ò(w,t?,tt?) 3(w,r,tt?) S(w,r,io) 
quindi, dividendo per d, si ottiene la formola 






che si utilizza in idrodinamica. 
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VI. APPLICAZIONI ALLE CURVE PIANE. 



1. Cura costante di colui che adopera il Calcolo differenziale dev'essere 
la ricerca degli infinitesimi differenziali, ottenuti col toglier via parti 
infinitesime d'un ordine superiore dagli infinitesimi che gli si presentano 
nei calcoli. Per ogni infinitesimo a ve ne sono innumerevoli, che da a dif- 
feriscono per un infinitesimo superiore; ma, si noti, un solo fra essi è il 
differenziale di qualche funzione u. Infatti, se per un'altra funzione v po- 
tesse a-^dv risultare, come a — du, infinitesima d'un ordine superiore, ba- 
sterebbe sopprimere questi infinitesimi in 

du = dV'\'(a — dv) — (a — du) 

per trovare l'eguaglianza du=dv, necessariamente (V, 9) esatta. Questi 
due infinitesimi differenziali coincidono dunque in valore; ed è facile vedere 
che coincidono anche nel significato, giacché si ha 5(fi--t;) = 0, e però 
u — V = costante ^ vale a dire che v non differisce sostanzialmente da u. 
Nella pratica del Calcolo si cerca sempre di porre a sotto forma di varia- 
zione infinitesima d'una funzione u, ed allora (Y, 5) l'infinitesimo differen- 
ziale unico, sostituibile ad a, è appunto du. Cosi, mediante l'operazione d, 
il Calcolo differenziale raggiunge una precisione estrema, in quanto che per- 
mette in un sol modo di sostituire agli infinitesimi, che si presentano in 
una ricerca qualsiasi , altrettanti infinitesimi , risultanti tutti per differen- 
ziazione da ben determinate funzioni, e vincolati da quelle medesime rela^ 
zioni che intercedono fra gli infinitesimi , dei quali prendono il posto nei 
calcoli. 

2. La definizione rigorosa della lunghezza d' un segmento curvilineo 
suscita questioni assai ardue *), che noi qui vogliamo evitare. Supponiamo 
pure che si abbia la nozione intuitiva della lunghezza, almeno per le poche 
curve piane che si considerano nelle applicazioni. Per queste curve, rappre- 
sentabili tutte geometricamente, è anche lecito ammettere che ogni arco 
HM' è tale che, tendendo un estremo M' verso l'estremo fisso M , l'arco fi- 
nisce per essere tutto convesso da una stessa parte, in guisa che la sua lun- 
ghezza resti compresa fra quella della corda MM' e la somma dei segmenti 



*) Vedi, per esempio, il a Cours d'Anàlyse » di Jordan (2*"® ed. , 1®"^ voi. , p. 90 à 107). 
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delle tangenti in M ed M', limitati fra i punti di contatto ed il punto co- 
mune Q. Se la derivata y si suppone continua, la retta QM' tende, come 
MM', a confondersi con QM, e però gli angoli QMM' e QM'M sono infini- 
tesimi insieme ad MM'. Ne segue che i rapporti di QM e di QM' alle loro 
projezioni su MM' tendono all'unità, e quindi (V, 2) che le predette lun- 
ghezze differiscono dalle loro projezioni per infinitesimi superiori. Anche 
QM + QM' differisce dunque da MM' per un infinitesimo superiore, ed al- 
trettanto si può dire a foriiori dell'arco MM'. Per conseguenza 

arcoMM' 

corda MM' 

3. Bappresenti s la lunghezza dell'arco di curva, che ha un estremo in 
un punto fisso, arbitrariamente scelto sulla curva, e l'altro nel punto M. Evi- 
dentemente s varia insieme alle coordinate ^ ed ^ del punto M, e quando 
questo va in M', le cui coordinate sono X'\-^jc ed y + ^y^ l'arco s diventa 
s-f ^^« rappresentando cosi ^s la lunghezza dell'arco MM'. Sia l la lun- 
ghezza della corda MM', che differisce da $5, e per conseguenza (c/r. § 1) 
anche da ds^ per un infinitesimo superiore. Se ad l.^x^^y^ nella relazione 
Z*r=5j;* + 5y*, si sostituiscono rispettivamente dsydx,dy, si trascurano, in 
ciascun membro, infinitesimi d'un ordine superiore; ma, poiché nell'egua- 
glianza cui si perviene 

ds^ = dx^ + dy^ (1) 

non compariscono più infinitesimi, che non siano differenziali, si può esser 
sicuri che l' eguaglianza stessa è esatta. Questa importante formola serve a 
calcolare s. Essa ci dice che la derivata di s rispetto ad a; è K l-|-y'') e nella 
terza parte del Corso si apprenderà a determinare una funzione quando se 
ne conosce la derivata. Se la variabile indipendente è a;, ds rappresenta 
la lunghezza del segmento di tangente in M, limitato fra M e l'ordinata di 
M'; e non si ha ds = ArcoMM! se non quando la variabile indipendente è s. 
In tutti i casi ds rappresenta la lunghezza di quel segmento di tangente^ 
che va dal punto di contatto (a; , y) al punto (X'\'dXyy + dy). 

4. Trasformando la (1) in coordinate polari si ottiene (Y, 11, c2) 

ds^=dr^-{-rHÒ^ ; (2) 

ma a questa formola si perviene anche, come alla prima, mediante conside- 
razioni geometriche dirette. Sul raggio vettore OM' si porti 
OM"=OM = r, e sia P la projezione di M su OM'. Si ha 
Z* = MP* + PM' , ed in questa uguaglianza si può ad l so- 
stituire ds'^ ad MP = rsen96 si possono successivamente 
sostituire r^6 ed rdò\ e finalmente a PM', trascurando l'in- 
finitesimo del secondo ordine PM"=r(l — cosS6), si può 
T sostituire M"M'=5/', poi dr. Si ottiene così la relazione 

(2), necessariamente esatta poiché ha luogo fra soli infinitesimi differea- 
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ziali. Si può anche partire dalla relazione 

P=zr^+(r + 5r)* — 2r(r + dr) cos 56 == 5r* + 4r(r + 5r) san» -- , 

ed esser sicuri a priori che dal secondo membro debbono scomparire i ter- 
mini non infinitesimi, o infinitesimi del primo ordine, e che ds* resterà esat- 
tamente rappresentato dalF insieme dei soli termini infinitesimi del secondo 
ordine , qualora in essi rimangano soltanto infinitesimi differenziali. Ed ef- 

fotti vamente, sostituendo cìr a $r, e -^ a sen-^, si ritrovala formola (2). 
Di quest a si fa u so, per calcolare ^, osservando che la derivata di s rispetto 
a e e V7+7* . 

5. Ora vogliamo dimostrare che la differenzafra un arco infinitesimo e 
la corrispondente corda è generalmente infinitesima del terzo ordine rispetto 
all'arco stesso. Infatti (V, 17) si ha, per la formola di Taylor, 

5a?=:da; + V,cPa?4-Ved»a?+... , 5y = rfy + V,cPy + VedV + -- , (3) 

qualunque sia la variabile indipendente. Se questa è Sy siccome (Y, 11, e) 

dx' + dy^ = ds^ , e?V + dV = -r, 

si ottiene, differenziando due volte di seguito la prima eguaglianza, 

ds^ 
dxd^x-^-dyd^y^iO , dwd^oo-^-dyd^y^ri j- ; 

quindi 

ds^ 
P = Sa^« + 5y« = cfe«- — + 

Ora, trascurando infinitesimi superiori, ed in particolare scrivendo 2ds per 
^s+l in 

&«' — ^=T7r-i + *»- f 81 trova gs — /=• 



12p«^ ' " ^^ • 24p»^ 

In forma precisa 

arcoMM' — corda MM' 1 

^"^ (arcoMM')» "" 24p*" ' 

Per verificare questo risultato in un caso particolare, si consideri, sopra una 
circonferenza di raggio p, un arco MM = 2pa. La lunghezza della corda è 
MM'=:2psena, ed il primo membro dell'ultima eguaglianza diventa 

a — sena 1 

IS 4pV ""2V' 

Dunque, rispetto alla questione trattata, si può dire che la curva si com- 
porta, intorno ad M, come il suo circolo osculatore (111,32, e). 
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6. Sulla curva rappresentata in coordinate cartesiane ortogonali dall'e- 
quazione T=/*(X) si prenda un punto M, le cui coordinate siano x ed y. 
L'equazione d'una retta qualunque, che passa per M, è Y — y=m(X — a;), 
ed è noto (11,13) che si ha m=y' per la tangente^ e conseguentemente 
m = — 1:^ per la normale. Le equazioni della tangente e cella normale 
in M sono dunque 

Y^y = y\X-x) . Y-y = -l(X-a7) , (4) 

dove y sta per f'{x) , cioè rappresenta il valore di f'{T) nel punto M. In 
Calcolo differenziale la tangente ci si presenta sotto un aspetto anche più 
semplice, cioè (¥,6) come quella retta che congiunge il punto {x^y) al punto 
(re 4" da? , y + ^y)» Questa osservazione conduce a scrivere immediatamente 
le equazioni della tangente e della normale sotto la forma 

^^=^ , (X-a?)drr + (Y-y)dy = , (5) 

che si riduce subito alla (4) scrivendo ydx per dy^ e sopprimendo il co- 
mune fattore dx, Biesce comoda la forma (5) specialmente nel caso che la 
curva sia rappresentata dalle equazioni X=(p(09 Y = 4^(0- Se poi la curva 
è data mediante l'equazione /'(X,Y)=0, siccome si ha 

le equazioni (5) diventano 

'òx Sy 

Anche a queste si può pervenire direttamente. Infatti la direzione secondo 
la quale la funzione /*(X,T) tende a conservare il valore 0, che ha nel punto 
(a;,y), è quella della tangente, e però (V, 18) i coseni direttori della nor- 
male sono proporzionali alle derivate parziali prime di /*, calcolate nel detto 
punto , e supposte non entrambe nulle. Del resto la prima equazione (6) si 
può anche considerare come quella a cui si riduce l'equazione stessa della 
curva, quando, per punti (X,T) infinitamente vicini ad (a?,y), si trascurano 
gli infinitesimi d'un ordine superiore, e si osserva che in 

r(X,Y) = /-(r«,y) + (X-^)^-^ + (Y-y)| + 

è f(x,y)=:0. Nelle applicazioni conviene tener presenti le forme (4), (5), 
(6) delle equazioni della tangente e della normale, per adoperarle secondo 
l'opportunità. 
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7. È anche utile sapere scrivere sotto forma omogenea l'equazione della tan- 
gente ad una curva algebrica. Sia /'(X, Y) = l'equazione della curva in forma 
razionale ed intera. É noto che, per renderla omogenea, si lasciano intatti i ter- 
mini di più alto grado n, mentre quelli dei gradi n — l,n — 2, si moltipli- 
cano rispettivamente per Z,Z%... Si riesce così a mettere T equazione sotto la 
forma omogenea /'(X,Y,Z)=0, e basterà porre Z=::l per ritrovare la primi- 
tiva forma. Per un punto (a?,y,^) situato sulla curva sì ha /'(a?,y,^) = 0; e si 
ha pure, identicamente, in virtù del teorema di Eulero (IV, 7), 

J)/" 0/ òr 

Intanto si ò visto che l'equazione della tangente, in coordinate cartesiane non omo- 
genee, è 

,X-«,(|)+(.-,,Q=0, 

dove (y~) ^ (s~) ^^^'^'^^ ^ rappresentare ciò che diventano ;r- © ^ quando vi 
si pone ^ = 1. Ora si ha 

e però l'ultima equazione diventa 

poi , rendendola omogenea, si ottiene finalmente 

8. Delle equazioni della tangente e della normale si fa uso quando que- 
ste rette intervengono in questioni di Geometria analitica; ma se si tratta 
soltanto di costruire la tangente o la normale ad una curva, in un dato pun- 
to, basta trovare un altro punto per ottenere, congiungendolo al punto dato, 
la retta che si desidera. È con questo scopo che si calcolano le lunghezze di 
certi segmenti, detti sottotangente e sottonormale. Se P è la projezione di 
M sull'asse delle ascisse, se T ed N sono i punti nei quali la tangente e la 
normale in M incontrano il detto asse, si chiama sottotangente il segmento 
TP, e sottonormale il segmento PN. Dalla figura risulta immediatamente 

TP = ycot9=:y:t/ , PN = ytg9 = yy. 

9. Quando si fa uso di coordinate polari, giova conoscere, per la deter- 
minazione della tangente, Tangolo co che questa retta fa col raggio vettore. 
Nel triangolo MPM', già considerato (§ 4) , si ha 

tg(o = limtgOMM = limp~ =lim -,^^-=:lim-— = 

19 
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Elevata dal polo la perpendicolare al raggio vettore, essa incontra in T la 
tangente, in N la normale; e si chiama sottotangente polare il segmento OT, 
sottonormale polare il segmento ON. Evidentemente 

OT = rtgw=:r»:r' , ONr=ircotw = r' . 

Quando si parla della lunghezza della normale in M si vuole intendere 
la lunghezza del segmento intercetto sulla normale, a partire da M, dal- 
l'asse delle ascisse o dalla perpendicolare elevata nel polo al raggio vettore, 
secondo che si fa uso di coordinate cartesiane o di coordinate polari. Le mi- 
sure delle due lunghezze menzionate sono evidentemente 

yW+V^ e Vr''-\-r\ 

10. Esercizii: a) Nella parabola del secondo ordine è molto semplice la co- 

^ struzione (c/V. II, 14, a) della normale, perchè, se si prende co- 

■j ^/^^^^ ^® *s^® ^^11^ ^ Tasse della curva, si trova che la sottonorma- 

y/jV le è costante; ed è questa una proprietà caratteristica della pa- 

XfXi \ rabola, perchè da i/t/'=a.s'ì deduce ^ / ^y* = ax-\-cos tante ^ poi 

I L ^ì\ \ (prendendo Torigine sulla curva) y*=:2ax. 

\ b) Quale curva ha la sottotangente costante? Si deve 

avere y:y'=za, cioè la derivata di log^ dev^ essere costantemente uguale ad 

/ — , e però, ricordando che due funzioni con derivate uguali 
KX a 

y, non possono diiferire se non per una costante, si ha 

_.,.^.'^'^/ 1 logy = Y costante. 

- - X a- p X ^ 

La costante si può prendere uguale a Ioga spostando convenientemente Torigine 

X 

sull'asse delle a% e si perviene così all'equazione d'una logaritmica: y^iae"^, 
e) Una delle più interessanti curve ò rappresentata dall'equazione 

e si chiama catenaria^ perchè in Meccanica si dimostra che un filo flessibile ed 
inestendibile, pesante ed omogeneo , sospeso per gli estremi, assume appunto la 
forma d'un arco di tale curva; ed inoltre, col vertice in alto, questa curva dà il 
profilo delle volte senza attrito. Si ha 

Ne segue 

cioè yco89 = a. Dunque la proiezione dell'ordinata sulla normale è costante. 
Inoltre da 

ds 1 y 

--- = - ^'-z=zay 

dx cos 9 a 
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si deduce ds=^ady\ poi 5 = alg9, contando gli archi a partire dal vertice A. 
Dunque si rettifica Varco AM projettando l'ordinata sulla tangente, 

d) Si dimostra inoltre , in Meccanica, che si può far variare la densità da 
un capo all'altro del fìlo in modo che questo opponga, su tutta la sua lunghezza, 
egual resistenza alla rottura; ma in tal caso la forma che il filo assumo è quella 
di un'altra curva, che si chiama appunto catenaria di eguale resistenza^ 

X 

ed è rappresentata dall'equazione y = — fllogcos — . Questa curva è costituta da 

infiniti rami, che si ottengono spostando successivamente di 2^7^, parallelamente 
all'asse delle ascisse, in un senso o nell'altro, il ramo compreso fra gli assintoti 
.77 = diVj^^» il quale tocca l'asse nelTorigine, dove tende a comportarsi come 
la parabola x^^=2ag. Questo ramo centrale, col vertice in alto, dà il profilo delle 
volte senza sovracarico, 

e) Molto notevole è la spirale logaritmica^ ossia la curva che incon- 
tra sotto un angolo costante le rette uscenti da un punto. Se co è costante, po- 
sto w = cota), da tga) = r:r si ricava r:r^=zm, poi 

logr = mO + loga, e finalmente rznae^^. Questa è l'equa- 
zione della spirale logaritmica. La sottonormale polare è 
rr=mry la sottotangente è r^:r^=r\m. Dunque sottotan- 
gente e sottonormale (polari) sono proporzionali al raggio 
vettore. Si ha pure, successivamente. 



de ' 



vr+ 



— r 



5=- 



= MT 




m costo 

e così, mentre M percorre la curva, l'arco di spirale, con- 
tato a partire dal polo, si trova ad ogni istante rettificato in 
MT. Da questa proprietà ne segue immediatamente un'altra, per la quale la spi- 
rale logaritmica viene utilizzata in pratica: se la spirale rotola, senza strisciare, 
sopra una retta, il suo polo descrive una retta. Finalmente qui ci si presenta 
Toccasione di far notare come il rapporto d'un arco infinitesimo alla sua corda 
possa (cfr.%2) non tendere ad 1. Infatti, quando M tende, lungo una spirale 
logaritmica, a confondersi col polo di questa curva, il rapporto della corda OM 
all'arco OM non cessa di mantenersi uguale a costo. 

fj Se si vuola una curva che abbia la sottonormale polare costante^ biso- 
gna porre r:=a. Ne segue, orientando convenientemente l'asse polare, r=ab. La 
curva rappresentata da questa equazione si chiama spirale 
di Archimede, Mentre cresce da" all'infinito, co va 
da ad V«"» perchè ìg(i)=z^^ e però la curva esce dal 
polo tangenzialmente all'asse polare, per tendere poi a di- 
ventar normale ai suoi raggi vettori. Evidentemente i punti 
N, estremi delle sottonormali polari, stanno sopra una cir- 
conferenza di raggio a , col centro nel polo. Da ogni punto 
di questa circonferenza si possono abbassare alla curva infi- 
nite normali, i cui punti d'incidenza stanno sopra una retta, 
che contiene il polo. Ma questa proprietà è ben lungi dal ca- 
ratterizzare la spirale di Archimede. Cosi, per esempio, godono di tale proprietà 

anche le curve rappresentate dall'equazione 6 = \-k\oQ — , fra le quali, per 
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A = 0, è la spirale di Archimede. Un'altra proprietà di questa curva si può de- 
durre direttamente dairequazione r = a6, dopo aver tracciato un circolo di rag- 
gio arbitrario, maggiore di a, e concentrico al circolo di raggio a, e dopo avere 
dai punti Q e Q\ nei quali i raggi vettori OM ed OM' incontrano la circonfe- 
renza del suddetto circolo, condotte le tangenti QP e Q'P' all'altra circonferenza. 
Si osservi infatti che, per T eguaglianza evidente fra i triangoli rettangoli OPQ 
ed OP'Q', l'angolo POP' è uguale a QOQ', ossia a $6, e però la lunghezza del- 
l'arco PP' è a^b = dr. Intanto, se si fissa in A l'origine degli archi della cir- 
conferenza interna, si ha 

^Q' arcPP'=arcAP'— arcAP , 5r = 0M'— OM = QM -Q'M' , 

a d'onde, aggiungendo anche PQ = P'Q', segue 

are AP + PQ + QM ^ are AF+ P'Q'+ Q'M' , 

vale a dire che il punto M, mobile lungo la curva, può essere collegalo al punto 
fisso A mediante un filo flessibile ed inestendibile APQM, costantemente teso, ma 
obbligato a poggiare sulla circonferenza ed a passare per Q. Su questa osserva- 
zione è fondato un apparecchio assai semplice *), che può servire a descrivere la 
spirale di Archimede; ed alla medesima proprietà si deve l'uso che si fa in pra- 
tica della spirale stessa come profilo di eccentrico, atto a produrre un moto uni- 
forme. 

g) Un'altra curva h caratterizzata dalla proprietà di avere la sotiofan- 
genie polare costante. Essa si chiama spirale iperbolica, ed è rappresentata 

dall'equazione r^ = a. Per 6 infinitesimo, r è 
infinitamente grande, e però la curva si estende 
all'infinito; ma ciò avviene assintoticamente ad 
una retta, che dista per a dall'asse polare, per- 
chè limrsen6zz:a. Invece, quando cresce al- 
6=0 ' ^ 

l'infinito, r tende a zero, decrescendo sempre, 
cioè la curva si avvolge indefinitamente intorno 
al polo, senza raggiungerlo mai. I punti T, estre- 
mi delle sottotangenti, stanno evidentemente sopra una circonferenza di raggio a, 
col centro nel polo. Da ogni punto di questa circonferenza si possono condurre in- 
finite tangenti alla curva, ed i punti di contatto stanno sopra una retta, che con- 
tiene il polo. Ciò spiega la completa indeterminazione della tangente nel polo. 

hj V ultima proprietà della spirale iperbolica appartiene anche ad al- 
tre curve, ed in particolare alla cocleoide, linea rappresentata dall' equazio- 

sen(co — 0) senO r 




ne r: 



senO 



r 1 

Infatti cotci) = — = cot6 — 



ossia 



r seno) a 

e d'altra parte nei triangolo OMS, il cui vertice S sta alla intersezione della tan- 
gente in M con la retta simmetrica dell'asse polare rispetto al raggio vettore, si ha 



0S = 



rseno) 



-=a 



sen(a) — 6) 
vale a dire che S appartiene alla circonferenza di raggio a, col centro nel polo. 



*) Cli f ford (( Il senso comune nelle scienze esatte ut p. 198. 
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Dunque le tangenti negli infiniti punti , che appartengono ad uno stesso raggio 
vettore, concorrono in un punto della predetta circonferen- 
za, proprio come avviene per la spirale iperbolica, tranne / 
che il punto di concorso S è il simmetrico del punto fisso À 
rispetto al' raggio vettore nel caso della cocleoide, mentre 
per l'altra curva il punto S appartiene alla perpendicolare 
elevata dal polo al raggio vettore. ^ 



i) La curva rappresentata dall'equazione r = 



senO 





si chiama quadrairice, e consta d'una infinità di rami, fra i quali uno, com- 
preso fra gli assintoti i/ = ±i:a, ha qualche rassomiglianza con un ramo di cate- 
naria di eguale resistenza, ed è particolarmente notevole per l'applicazione fat- 
tane dagli a/ìtichi *) al problema della quadratura del cir- 
colo. Si costruisce la normale in un punto qualunque osser- 
vando che la proiezione della normale polare sull'asse po- 
lare è costante. Infatti da rsen6 = a6 si ricava, derivando, 

rcos6 4-»*'sen6 = a . 

Dall'equazione in coordinate cartesiane (y = a7cot — ) side- 

duce, ponendo per a7Cot — il suo sviluppo a — ;r- -I- • • • , che 
a 3a ' 

la curva, intorno al vertice, tende a comportarsi come la parabola a;* = 3ay, 

j) Se a tutti i raggi vettori d'una curva si aggiunge o si sottrae una lun- 
ghezza costante, si ottiene un'altra curva, che si chiama concoide della prima. 
Siccome la funziorfe r resta invariata quando ad r si aggiunge una costante, si 
vede subito che le normali a tutte le concoidi d'una curva, nei punti situati 
sopra uno stesso raggio vettore, concorrono in un punto della perpendicolare 
elevata dal polo al raggio vettore. Con ciò si ha il 
mezzo di costruire le normali ad una curva quando si 
conoscono le normali ad una delle sue concoidi. É inte- 
ressante osservare che le concoidi d'una spirale di Ar- 
chimede rispetto al polo son tutte uguali alla spirale 
stessa, e ne rappresentano le infinite posizioni possibili 
intorno al polo. Notevole è la concoide propriamente 

detta, ossia la concoide della retta, che ha due forme differenti secondo che il 
segmento da aggiungere o sottrarre ai raggi vettori è minore o maggiore della 
distanza fra la retta ed il polo. Questa curva fu ideata, come la quadratrice ed 
altre curve, per trisecare **) gli angoli. 

h) Più importante ancora è la concoide del circolo rispetto ad uno dei suoi 
punti: r:=rtcos0-|-6. Essasi chiama lumaca^ ed ha tre forme differenti se- 
condo che la lunghezza b (che si può sempre supporre positiva) è minore di a, o 
compresa fra a e 2a, o maggiore di 2a» Per ò = a si ha una speciale lumaca, 
detta cardioide^ che separa, per così dire, il tipo delle lumache che contengono 



N^..----.: 




*) Vedi le n conferenze'» dì Klein (k sopra alcune questioni di Geometria elementare ì) 
(trad. F. Giudice, p. 48). 

*•) Klein: « Confereme^ ecc. » p. 38. 
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il polo, e son provviste d'un cappio interno {b<^a)y daìle altre (*>a) che non 
contengono il polo. Per sapere, intanto, se la curva passa nel polo, e qua^i rette 
tocca in questo punto, basta porre r=:0, per ricavarne cos6 = — b:a, equa- 
zione che fornisce valori reali di 6 solo per 
6<a. Per sapere se la curva incontra in altri 
punti r asse polare bisogna porre =r w^ , e 
portare la lunghezza r = ( — \ya-\-b nel sen- 
so positivo dell'asse polare, o nel senso nega- 
tivo, secondo che n è pari o dispari. Si otten- 
gono così due punti, situati alle distanze a-\-b 
ed a — b dal polo, e si vedo che per ò>a la 
curva circonda il polo in tutte le direzioni. Più 
oltre si vedrà che solo per b^2a essa è tutta 
convessa. Per costruire la normale in un punto qualunque M basta congiungere 
M col punto diameiralmenfe opposto, sulla circonferenza, al punto di que- 
sta, che sia sul raggio vettore OM. 

l) Se ad una curva r=:/'(6) se ne fa corrispondere un'altra, definita dal- 




l'equazione 



rz= 



am 



basta osservare che r^:rz=:f^:f' per convincersi che le tangenti nei punti delle 
due curve , che appartengono ad uno stesso raggio vettore, concorrono sulla 
perpendicolare elevata dal polo al raggio vettore. In particolare, fra le curve 
che corrispondono alla retta ri=/}:^cos6, si trova la conica rz=ip\{\-\-eQO%b)^ 
e si ottiene così una costruzione delle tangenti ad una conica, che in fondo equi- 
vale alla nota proprietà: se due rette si tagliano ortogonalmente in uno dei 
fuochi d'una conica, ciascuna di esse incontra la direttrice , corrispondente al 
fuoco che si considera, nel polo dell'altra, 

m) Si chiamano spirali sinusoidi *) le curve rappresentate dall'e- 
quazione r"' = a'"8enm6. Siccome si ha r*""S*'=a*"coswG , tg(i) = r:r'=tgmG, 
si vede che o) varia proporzionalmente a G, vale a dire che, se il raggio vettore 
ruota uniformemente intorno al polo, la tangente ruota uni fo^^me mente in- 
torno al punto di contatto. Per questa ragione le spirali sinusoidi si chiamano 
anche linee ad inflessione proporzionale. Esse comprendono 
parecchie curve notevoli , come la parabola (col polo nel 
fuoco) per w = — '/t » ® V iperbole equilatera (col polo nel 
centro) per m = — 2. Per m = Y, si ritrova la cardio- 
ide, e per m = 2 si ottiene un'altra notevole curva, detta 
lemniscata. Questa, come ogni altra spirale sinusoide corrispondente ad un 
valore positivo di m, passa nel polo, ed è tutta raccolta a distanza fìnita, mentre 
le spirali corrispondenti a valori negativi di m si estendono all'infinito, e non 
contengono il polo. 

11. La proposizione fondamentale del Calcolo (V, 2) si può anche uti- 




*) Per le proprietà di questa e di altre curve vedi Cesàro: « Lesioni di Geometria intrìn- 
seca » p. 45. 
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lizzare in forma geometrica. Se, per esempio, si tratta di costruire la tan* 
gente ad una curva, in un punto M, si può al punto M', infinitamente vicino 
ad M sulla curva, sostituire un punto M'' infinitamente yicino ad M', pur- 
ché la distanza M'M" sia infinitamente piccola rispetto ad MM\ vale a dire 
che si abbia lim(M'M";MM') = 0. Infatti, ammessa l'esistenza della tan- 
gente, a cui tende MM\ anche MM" deve tendere alla medesima retta, per- 
chè nel triangolo MM'M", qualunque sia l'angolo in M", si ha 

-^"^ M'M" -"""^ 

lim sen M'MM" =- lim -,..,- sen MM"M'= . 
MM 

Diamo qui appresso alcuni *) esempii : 

aj Quando un circolo rotola, senza strisciare , sopra una retta, ciascun 
punto della sua circonferenza descrive una curva, che si chiama cicloide. Siano 
N ed N' i punti nei quali il circolo, considerato in due posizioni infinitamente vi- 
cine, tocca la retta, e siano M ed M' le corrispondenti posizioni di quel punto 
che descrive la cicloide. Per passare da M ad M' si può evidentemente imma- 
ginare che il circolo prima ruoti intorno al suo centro in modo da portare in L 
il punto M , allontanandolo cosi da N per un arco ML 
uguale ad NN'; e poi che il circolo stesso si trasferisca, 
parallelamente alla retta, nella sua seconda posizione, in 
modo che il punto M, già venuto in L, vada poi in M', 
descrivendo il segmento LM'=NN'. Orbene su questo 
segmento si può ad M' sostituire un punto M", tale che 
LM"=:LM, trascurando così la differenza LM' — LM"=: 

arcoLM — corda LM, infinitesima del terzo ordine; e la normale in M alla cicloide 
si potrà considerare come limite della parpendicolare abbassata da L su MM", In- 
tanto, se le parallele condotte per L ed M alla retta fissa incontrano la circonfe- 
renza in P e Q, è chiaro che, essendo isoscele il triangolo LMM", la suddetta 
perpendicolare divide per metà Parco MNP, e però la normale in M divide per 
metà l'arco MNQ, cioè passa per N. Questa proprietà sarà più innanzi confer- 
mata dal calcolo. 

bj Consideriamo la curva descritta dal vertice M d'un angolo costante, i 
cui lati si spostano nel piano tangenzialmente a due curve date. Siano P e Q i 
punti di contatto per una data posizione delT angolo; siano P' 
a Q' gli analoghi punti quando il vertice si trova nella posi- 
zione M', infinitamente prossima ad M; sia M" il punto co- 
mune alle parallele condotte per P e Q ai lati delfangolo nella 
seconda posizione, e si noti che le distanze di M" a questi lati 
sono generalmente infinitesime del secondo ordine, perchè cia- 
scuna di esse è uguale alla distanza fra la tangente ad una cur- 
va ed un punto infinitamente vicino al punto di contatto. È facile dedurne che 
anche M'M" è infinitesimo d'un ordine superiore, e però la tangente cercata è il 
limite della retta MM"; ma, per T eguaglianza fra gli angoli M ed M", il punto 
M" appartiene alla circonferenza fissa MPQ, e però MM" tende a toccare, in M , 

•) Il Jetlore trpverà più estese applicazioni di questo principio nei vecchi ma sempre interes- 
santi (( Éléments de Calcul infinitésimal » di Duhamel (t. I, livre I). 
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questa circonferenza. Dunque la normale, in M, al luogo dei vertici, si ottiene 
congiungendo M col punto d'incontro delle normali in P ^ Q alle curve date, 
e) Si chiama pedale d'una curva, rispetto ad un punto qualunque 0, il 
luogo dei piedi delle perpendicolari abbassate da sulle tangenti alla curva. Se 
M è un punto di questa curva, e P la pnjozione di sulla tangente in M, la 
normale in P alla pedale si costruisce congiungendo P al ininto medio di OM. 
Questa costruzione si deduce subito dalla precedente , 
dopo avere osservato che, nel caso attuale, l'angolo è 
retto, ed una delle curve si riduce ad un punto. Così, per 
esempio, si ritrova la costruzione giÀ ottenuta (§ IO, k) 
per le normali ad una lumaca, giacché si constata facil- 
mente che la curva rmacosO-j-^ si può anche con- 
siderare come pedale d'un circolo di raggio b rispetto ad 
un punto, situato alla distanza a dal centro. In parti- 
colare, se si hanno due circoli tangenti , uno dei quali 
doppio dell'altro, la pedale del circolo esterno, rispetto al punto di contatto, è 
concoide del circolo interno: essa è una cardioide. 

d) Per finire si consideri un'ellisse. Siano M ed M' due punti infinita- 
mente vicini su questa curva, siano F ed F' i fuochi, e si projetti M in P su 
M'F, ed M' in P' su MF'. A prescindere da infinitesimi del secondo ordine si può 
scrivere 

M'P=M'F-MF , MP'==MF -M'F' , M'P-MP'=(M'F+M'F')-(MF+MF')i=iO . 

Dunque M'P=MP'; poi, dividendo per MM', si ottiene cosMM'F = cosM'MF\ 

e finalmente, passando al limite, TMF~TMF', cioè la tangente è ugualmente 
inclinata sui raggi vettori. È questa una proprietà caratteristica deirellisse, giac- 
ché dall'ultima eguaglianza si trae, seguendo il cammino inverso, M'P = MP'; 
quindi, scrivendo c?MF per M'P, e — c^MF' per MP', si ottiene l'eguaglianza 
esatta rfMF + c^MF'=:0, e finalmente ÌAF -{- ^iF' = costante. In modo analogo 
si conduce la dimostrazione nel caso dell'iperbole. 

12. Si chiama angolo di contingenza il differenziale sostituibile (cfr, § 1) 
all'angolo di due tangenti infinitamente vicine, ed il suo rapporto al diffe- 
renziale dell'arco si chiama curvatura della linea nel punto che si consi- 
dera. Evidentemente, se <p è l'inclinazione della tangente sopra una retta 
fissa, l'angolo di contingenza è c?9, e però la curvatura è misurata dalla 
derivata di 9 rispetto all'arco s. Per giustificare la precedente definizione 
della curvatura si osservi che, se fuori del punto M si prende, sulla curva, 
un punto M', abbastanza (c/r. § 2) vicino ad M perchè l'arco MM' sia tutto 
convesso da una parte, è naturale dire che questo arco è, per un dato va- 
lore 55 della sua lunghezza, tanto più curvo quanto più grande è l'angolo ^9 
delle tangenti estreme, ed è per conseguenza naturale assumere come mi- 
sura della curvatura del detto arco il rapporto 59:^5, che tende appunto 
a d(fids quando, fissato M, si fa tendere M' ad M. Ciò premesso, se la 
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retta fissa è Tasse delle ascisse, i coseni direttori della tangente sono 

dx dy 

_ = co89 . ^=sen9. 

e da queste uguaglianze si deduce, derivando, 

d}x do cPy dm 

_ = -sen9^ , ^ = cos9^; 



poi(V,ll,d) 



1 dxd^y —dyd^x c?(p 

p ds^ ds 



Nel caso d*una circonferenza di raggio p questa formola ci dice che la cur- 
vatura è costantemente espressa, in tutti i punti, da — ; e però si può asse- 

P 
rire che la curvatura d'una linea piana qualunque è misurata, tn ogni 

punto, dalla curvatura della circonferenza del suo circolo osculatore (III, 
32, e). È per questo che il raggio ed il centro del circolo osculatore si chia- 
mano anche raggio di curvatura e centro di curvatura. 

13. La definizione della curvatura si può anche giustificare per altra 
via, assumendo prima come misura della curvatura d'una circonferenza il 
numero inverso di quello che ne misura il raggio, come evidentemente si 
può fare dopo avere osservato che le piccole circonferenze sono, nel senso 
volgare della parola, più curve delle grandi. Dopo ciò, per misurare la cur- 
vatura d'una linea qualunque nel punto M, si considerino tutte le circon- 
ferenze che toccano in M la linea stessa, e che insieme a questa rivolgono 
la loro concavità tutte in un senso. E chiaro che, sempre secondo il concetto 
intuitivo che si ha della curvatura, si può dire che la linea data è più curva 
delle circonferenze esterne ^ meno curva delle interne ^ e si è in tal modo 
condotti ad asserire che la linea è tanto curva quanto la circonferenza del 
circolo osculatore, purché prima si dimostri che questa appunto è la linea 
che separa le circonferenze esterne dalle interne. Ed infatti, se r è il raggio 
di una circonferenza tangente alla curva in M, ed A la distanza di M' alla 
circonferenza stessa, si ha 

(2r + A) A = {dx + r 8609)' + {dy — rcos9)* — *** ; 

poi, trascurando gli infinitesimi d'un ordine superiore al terzo, 

2rh = l*-2r^f^^^^:^^+ 

ds 

ovvero, ricordando ciò che si è detto nel § 5, 

ds^ d,r d^y — dy d^x dx d^y — dy d^x 

^•"27 2c/7 Ms 

Intanto, se si prende s per variabile indipendente, 

ds^ 1 

dxd*y'-'dyà}x-=. — , dxd^y--dyd^x = ds^d— . 
P P 

20 
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In generale A è un infinitesimo del secondo ordine, positivo o negativo, in- 
torno ad M, secondo che r<ip o r'^p^ vale a dire che i punti M' suffi- 
cientemente vicini ad M sono tutti esterni o tutti interni al circolo, secondo 
phe questo è più piccolo o più grande del circolo osculatore; ma per r = p 
la distanza h diventa infinitesima d*un ordine superiore al secondo, ed ha 
il segno di dp. Ne segue, se la derivata di p rispetto ad s si suppone con- 
tinua e diversa da zero in M, e se la curva s'immagina percorsa nel senso 
in cui Tarco s va crescendo, che i punti M' sufficientemente vicini ad M 
sono, prima di M, interni al circolo osculatore, ed esterni dopo, 
se la curvatura va decrescendo ; ed invece, quando la curvatura 
cresce con s , i punti M' sono esterni prima di M , ed interni 
dopo. Dunque, in generale, il circolo osculatore attraversa la 
curva nel punto stesso in cui la tocca. Tuttavia può darsi che 
ciò non avvenga nei punti in cui si annulla dp, e nei quali, per conseguen- 
za, h diventa infinitesima almeno del quarto ordine; ma, in tutti i casi, il 
circolo osculatore in un punto M è carattertjsjsato dalla proprietà di avere^ 
dai punti M' infinitamente vicini ad M , disianze infinitesime d'un ordine 
superiore al secondo. 

14. Se H è il punto d'incontro delle normali in M ed M', è facile dimo- 
strare che il centro di curvatura, in M , è la posizione limite del punto H, 
quando, fissato M, si fa tendere M' ad M. Infatti, se si rappresenta con n 
la lunghezza del segmento MH, la distanza di M alla normale in M', evi- 
dentemente uguale ad nsen^?, si può d'altra parte esprimere come somma 
delle projezioni di ^x e ^y sulla tangente in M\ dimodoché 

718611^9 = cos(9 -(- 5(p). 5j7 -|^8en(9 + §9) . ^y ; 

quindi, se si chiama p il limite di w, si ha prf9 = cos(p.d[2;-|-sen9.dy = (if5, 
vale a dire che p è proprio il raggio di curvatura. Si può dunque affermare 
che le normali in punti infinitamente vicini ad M passano a distanze infi- 
nitesime dal centro di curvatura in M; ed è poi facile apprezzare queste di- 
stanze osservando che si ha, a prescindere da infinitesimi superiori, nelP i- 
potesi che la variabile indipendente sia 9, 

^ . ^ dx^x-\-dy^y ds , d^s 
n = (cos9.5^' + 8en9.5y)cot59= ___=_ + __, 

e finalmente n = p+ 7«^P- 

15. Esercizi!: aj Proponiamoci di costruirò i centri di curvatura delle linee 
che più frequentemente si adoperano nella pratica, e cominciamo dalla più sem-. 
plice di tutte, dopo il circolo, ossia dalla spirale logaritmica (r = ae^ ), che del 
resto si riduce ad un circolo per m = 0. Siccome ?• = mr , r"= wr'=: ?nV , si ha 
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r'*^rr",e p diventa uguale a Vr^+r* = n. Dunque (c//\§10,e) il centro di 
curvatura è N, vale a dire che nella spirale logaritmica il raggio di curvatura 
è uguale alla normale polare. Questa proprietà apparisce evidente se, ricordando 
le cose dette nel precedente paragrafo, si osserva che il punto H, conaune alle 

normali in M ed M', appartiene alla circonferenza OMM', giacché OMH=OM'H. 
Quando M' tende ad M, la circonferenza tende a diventare tangente alla curva, 
in M, e però H tende a confondersi con N, punto diametralmente opposto ad M 
sulla circonferenza limite. Precedentemente si è visto che la tangente polare, cioè 
MT, rappresenta la lunghezza dell' arco, contato a partire dal polo; ed ora si noti 
la relazione p = ms, che si legge, per così dire, nel triangolo NMT. Per ogni 
curva piana si può considerare Tanaloga relazione fra « e p, che si chiama equa- 
zione intrinseca della curva, ed è sufficiente *) per definirne la forma. 

- V ti?0 

hj Perla logaritmica {y=iae'*) si ha y = — = tg9,y"= — ; quindi 

(1+/)^ 1 a « , y 

y" y"cos'9 sen^ 003*9 sen^ CO89 

Siano T ed N i punti nei quali la tangente e la normale incontrano Tassintoto. 
Se la perpendicolare elevata da T alKassintoto incontra in H la normale, il rag» 
gio di curvatura è lungo quanto il segmento NH, e però il centro C si può co- 
struire prendendo HC = NM. 

e) Per V iperbole equilatera^ riferita agli assintoti, si ha 

— ^ '— — ^ — — iL 




e però MT0 = 6; poi 

Dunque f7 raggio di curvatura varia proporzionalmente al cubo del diametro. 
Per costruire il centro di curvatura si osservi che si ha 

^'^2^'^2^~^n26 ~^^ • 

Dunque MC = MQ, cioè il centro di curvatura è simmetrico di Q rispetto ad 
M. Qui notiamo che, se si prendono altri due punti M' ed M" sulla curva, il seg- 
mento rettilineo, che va dal centro del circolo MM'M" all' ortocentro del trian- 
golo MM'M", è diviso nel rapporto di 1 a 2 dal baricentro dello stesso triango- 
lo, e che, d'altra parte, per una nota proprietà dell'iperbole equilatera, l'ortocen- 
tro appartiene alia curva. Dunque, se M' ed M" tendono ad M, siccome il ba- 
ricentro ed il centro del circolo circoscritto tendono a confondersi rispettivamente 
con M e con C, è chiaro che l'ortocentro tende al punto H d* incontro della nor- 
male con l'altro ramo dell'iperbole, e che si ha MH:=2p. In altri termini il dia- 
metro del circolo osculatore in un punto qualunque di un'iperbole equilatera 
è uguale al segmento che la curva stessa determina sulla normale. 



*) « Geometria intrinseca » p. 7, 
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d) Notevole è la cardioide^ anche per la facilità con cui si lascia rettifi- 
care. Da r = a(l + cos6) si deduce, successivamente, 

r'= — asenO , — = r r'-}-r''=2acos- , 5 = 4asen---, 

ponendo nel vertice A l'origine degli archi. Se il raggio vettore OM incontra in 
L la circonferenza che passa per À, col centro nel polo, si vede che V arco AM 
è lungo quanto il segmento rettilineo AL. Ne segue» in particolare, che la lun- 
irhezza dell' intera cardioide è 8a. Inoltre 

r"=-acos0 , r -rr"=a«( 1 + cos 6) = V,n* , p = --— — — = 73^ . 

Dunque il centro di curvatura, in M, divide la normale polare MN nel rap- 
porto di 2 ad \, Finalmente si noti che Tequazione intrinseca della cardioide 
è s^ '\-^p'^z= costante. Se poi si computano gli archi a partire dal polo, si trova 

ebela lunghezza dell'arco OM è 5 = 4a(l — sen — |, e d'altra parte la lun- 

ghezza della corda OM è r=:a(l 4-cos6) = 5 — — . A questa relazione si può 

oa 

anche giungere per via geometrica , dopo avere osservato che, in virtù dell'equa- 
zione stessa della cardioide , la perpendicolare condotta per A ad OM passa nel 
.simmetrico di L rispetto ad M ; quindi AL*=:4a.2ML, ossia (4a — 5)'=8a(2a — r), 
ecc. Ne segue che, quando M tende ad 0, la differenza fra l'arco e la corda è in- 
iinitesima, non del terzo ordine (c/>\ §5), ma del secondo: ciò si deve al fatto 
che, in , la curvatura è infinita. 

e) Dall'equazione delle spirali sinusoidi r"'=a"*senw6 si deduce r"*~V= 
a'^cosmO, poi (m — l)r'""V'+r*""^'"=— mr*", cioè (m— l)r*+rr = — wr*, 
e finalmente r'* — rr"=r m (r' + r ). Dunque 

3 



^■"(l + m)(r« + /)~ l + m~l+m' 

vale a dire che il raggio di curvatura è proporzionale alla normale polare. 
Per m = — 2 e per mr:=^/^ si ritrovano le precedenti costruzioni del centro di 
curvatura dell'iperbole equilatera e della cardioide; per m = 2 si ottiene l'ana- 
loga costruzione per la lemniscata; per m = — */« si trova che, neWsL parabola^ 
la perpendicolare condotta per il fuoco al raggio vettore divide per metà il raggio 
di curvatura; ecc. Finalmente facendo m = si ricade sulla costruzione trovata 
per la spirale logaritmica. Per questa ragione, siccome d'altra parte l'equazione 
r'^ = a*"senwO diventa illusoria per m = 0, si suole considerare anche la spi- 
rale logaritmica come una spirale sinusoide, corrispondente al valore dell'in- 
dice m. Essa h come la linea di separazione fra la classe (cfr. § 10, m) delle spi- 
rali sinusoidi finite, e quella delle spirali sinusoidi che si estendono all'infinito. 

fj Le due classi di spirali sinusoidi si deducono l'una dall'altra per tnver^ 
sione. Si chiama così quella trasformazione geometrica , che fa corrispondere a 
ciascun punto del piano il suo reciproco rispetto ad un circolo fisso. Se r = f('à) 
lì l'equazione d'una curva qualunque, r=:a*:/*{0) è l'equazione della sua inversa 
rispetto ad un circolo, che ha il raggio a ed il centro nel polo. Così la spirale di 
Archimede e la spirale iperbolica^ la cocleoide e la quadratrice, l'iperbole equi- 
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latera e la lemniscata, la parabola e la cardioide, e più generalmente due spirali 
sinusoidi con indici m uguali , ma opposti nel segno, ci offrono altrettanti esem- 
pii di curve inverse. É dunque utile sapere come si costruiscono i centri di curva- 
tura d*ana linea quando si sanno costruire quelli d*una sua inversa. Lasciamo al 
lettore la cura di far vedere che, in due punti che si corrispondono su due curve 
inverse, le tangenti sono antiparallele rispetto al raggio vettore ed i centri di 
curvatura sono in linea retta col centro d'inversione, 

g) Si chiama asteroide la curva rappresentata in coordinate cartesiane 

ili 
daireqnazione x*-\-y'^z:^a^. Simmetrica rispetto agli assi , la curvai costituita 

da quattro archi uguali, tangenti agli assi negli estremi. Sia AB uno dei qua- 
dranti, e si fissi nel suo punto di mezzo (d7=:y = a:2^2) 1* origine degli archi. 
Evidentemente 

,-=-(|.)-,KrT?=(±)-,.=./.(-/-v.a. 

Ne segue, in particolare, che la lunghezza dell' intera curva & 6a. Inoltre 

v3 * 



1 /«'\* - 




poi un calcolo facile mostra che As^'\-p^=costante è Tequazione intrinseca dell'a- 
steroide. Ma più agevolmente si riesce a scoprire le proprietà di questa curva, con- 
siderandola come un luogo geometrico, definito nel 
modo che segue. Dairorigine, col raggio a, si de- 
scriva la circonferenza, e ciascun punto di questa, L, 
si projetti prima sugli assi, in P e Q, poi su PQ, in 
M. Il luogo di M è un'asteroide, perchè, se si rap- 
presenta con l'angolo AOL, si ha MP = asen*0 , 
MQ = acos*6,"e però le coordinate di M sono 

a ==MQ.cosO=racos'6 , 3/ = MP.sen6 = asen'6 , 

e soddisfano, come si vede, all'equazione x^ -{-y'^^za^. Ciò premesso, si ha 
Ja? = —3asen6 cos'Ode , rfy = 3acos6sen'6rf6 , d«=:3asenOcosOd6 . 

Dunque, in primo luogo, l'inclinazione della tangente sull'asse delle x h w — 0, 
vale a dire che la tangente in M è la stessa retta PQ. Ne segue subito che il 
segmento determinato dagli assi sulla tangente è costantemente uguale ad a. 
Inoltre, se l'origine degli archi si pone nei punto medio dell'arco AB, si ha 
«=r — '/4^®os20, e però 

arcoMA = V4a(l — cos2e) = Vi«8en*e = V«MP . 

Dunque gli archi MA ed MB si possono subito rettificare, sulla tangente, prò* 
lungando per una metà i segmenti MP ed MQ. Finalmente il raggio di curva- 
tura, a prescindere dal segno, è. 

ds 
p= — = '/,asen2e , 

e si vede nuovamente che Aa''■\-p*^=:*|^a* ; poi, se si osserva che ML=asen6cosO, 
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si ottiene p=3ML. Dunque il raggio di curvatura è triplo di ML. Se poi si de- 
signa con L' l'altro punto d'incontro della normale con la circonferenza, si può 
anche dire che il centro di curvatura è il simmetrico di L' rispetto ad M. 

h) Nelle coniche la curvatura varia come il cubo della disianza fra 
la tangente ed il centro. Se, per fissare le idee, si prende un'ellisse, riferita ai 
suoi assi, si può dall'equazione 5*ar' -|- a*^' = a'6' successi ramente dedurre 

poi , introducendo la distanza del centro alla tangente 



e scegliendo convenientemente il segno di p , 

a*b* 

Altre forme di p si ottengono cercando di far comparire, invece di A, la lun- 
ghezza l del semi-diametro conjngato ad OM, o la lunghezza n del segmento MN 
di normale, compreso fra il punto d'incidenza e l'asse focale. Basta infatti osser- 
vare che ;A = «ò,nA = 6*, per trovare 

^ = àb ' P = ?- 

All'ultima formola si giunge rapidamente se si fa uso di coordinate polari. Infatti, 
essendo r = p:(l — AcosO) l'equazione della conica, riferita ad un fuoco F come 
polo, ed all'asse focale come asse polare, una nota formola (Y, 11 , e/) , in cui si 
pone 

p p p p 

ci dà subito , 

(r»— 2Ar»cose4-A*r»/ 
f> = p 

Intanto si noti che nel triangolo FMP', poiché MN è bisettrice dell'angolo M , si 
ha (ricordando che MF + MF'== 2a , NF + NF'= 2ka) 

FN FM ^.. . . 

2^=-^- , FN=:Ar , n' = r'— 2Ar«cose-}-AV« . 

Si ricade così sulla formola ottenuta precedentemente. 

i) Ed ora, interpretando geometricamente l'ultima forma di p, cerchiamo 
di costruire il centro di curvatura in un punto d'una conica. Prima osserviamo 
che, se si projetta FNM su FM, si trova 

ncos9 = ?' — Arcos6=;3 , 

vale a dire che la proiezione della normale sul raggio vet- 
fore è costantemente uguale a p. Ciò premesso, si ha 

n'* n 

p cos'(p 
Dunque jj^r N si elevi la perpendicolare alla normale fino all'incontro con un 
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raggio vettore, in P; poi da P si elevila perpendicolare al raggio vettore: 
qtiesta incontra la normale nel centro cercato. Alcune semplici considerazioni dì 
geometria infinitesimale conducono per altra via alla medesima costruzione. Po- 
sto MF = r,MF'=r, se M' è infinitamente vicino ad M si ha, confondendola 
retta MM' con la tangente in M, e valutando in due modi le distanze di questa ai 
fuochi , 

rcos(i^:=(r-{'dr)cos((^~{-d(f j , rcos9 = (r +c?r)cos(9-f-^94 ) > 

dopo avere osservato che i complementi degli angoli FM'T , F'MT hanno i va- 
lori =f:((p4'^9)) aumentati delPangolo di contingenza. Se inoltre si osserva che 
dr=^dr = sen(f.ds, le precedenti uguaglianze si riducono a 

^9 1 C089 _ ^9 I ^ ^^^9 n 

rfJ~7 + T"-^ ' 5F + 7 r^""^' 

e se ne deduce, sottraendo, 

2 1.1 



pco89 r r 

A questa formola si giunge anche più rapidamente osservando *) che 1* angolo 
delle normali in M ed M' è medio aritmetico fra gli angoli, sotto i quali dai fuo- 
chi si vede MM'. Ed ora si noti, per T interpretazione geometrica deirultima for- 
mola, che, essendo i fuochi separati armonicamente dalla normale e dalla tan- 
gente, le loro projezioni sulla normale dividono armonicamente il segmento n, 
diguisachè si ha 

2 _ 1 1_ 

n rcos9 r'co89 * 

e finalmente pcos'9=:n; ecc. Mediante semplicissime considerazioni geometri- 
che si trasforma poi la costruzione precedente in un*altra 
parimenti utile, dovuta a Mannheim *♦). La perpendi- J^ 

colare condotta per C ad FF' incontri PP' in Q, e siano .^x^'^'y^V 

G e G' i punti d'incontro con MF ed MF' della parallela J<\ / \ 

condotta per Q ad FF'. Siccome gli angoli CPG e CQG ^>^-\-"-'f^^^ 
sono retti, i punti C,P,Q,G stanno sopra una circonfe- ^ \\ •:/0'''"i\ . 

renza, e però CGQ=:CPQ. Analogamente si dimostra che % ' 

CG'Q = CP'Q; e siccome, evidentemente, si ha CPQ = CP'Q, si ha pure 

CGQ = CG'Q, cioè il triangolo CGG' è isoscele, e però Q divide GG' per metà. 
Ne risulta che la retta MQ incontra FF' nel punto di mezzo, cioè 
nel centro della conica. Si perviene così a quest'altra costruzione: 
jper N si elevi la perpendicolare alla normale fino all'incontro 
col diametro, in Q ; poi da Q si conduca la perpendicolare al- 
rosse focale: questa incontra la normale nel centro di curvatura, 
j) La prima costruzione del centro di curvatura d*una co- 
nica ci mette in grado di costruire, in un punto, il centro di 
curvatura della pedale d'una curva qualunque , rispetto ad un punto dato, 




*) Duhamel fuÉléments de Calculn (t. I, p. 178). 
*) « Cours de Geometrie descripHve » p. 175. 
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quando si conosce il corrispondente centro di curvatura della curva stessa. Al 
punto M della curva data corrisponda, sulla pedale, il punto P, sia cioè P l$i pro- 
jezione d'un punto fisso sulla tangente alla curva, in M. Il centro di curva- 
tura di questa linea si projetti su OM, in Q, poi si projetti Q sulla nornoale MC, 
ed il punto N così ottenuto si congiunga ad 0. // centro di cur- 
vatura della pedale, in P, sta alV intersezione K di ON con la 
noì-male, in P, alla pedale. Infatti, quando si trascurano gli in- 
finitesinoi d'un ordine superiore al secondo, alla curva data si può, 
intorno ad M, sostituire la circonferenza del circolo osculatore, o 
qualunque altra curva che in M anometta il naedesimo centro dì 
curvatura C; ed è chiaro che alla pedale della curva data, ri- 
spetto ad 0, vorrà a sostituirsi, intorno a P, la pedale della nuova curva, senza 
che ne rimanga alterata la posizione del centro di curvatura K. Intanto si sa dalla 
Geometria analitica che la pedale d'una conica rispetto ad un fuoco è la circonfe- 
renza descritta sull'asse maggiore come diametro. Dunque possiamo affermare che 
K è il centro d'una conica, che ha un fuoco in 0, passa per M, ed ha in C il 
corrispondente centro di curvatura. Ora dalla costruzione apparisce evidente che 
tale conica è appunto quella che ha l'asse focale ON. Dunque K appartiene ad 
ON. Il lettore potrà esercitarsi ad applicare questa costruzione alia lemniscata, 
considerata come pedale d' una iperbole equilatera, rispetto al centro, ed alla car- 
dioide, pedale d'una circonferenza rispetto ad uno dei suoi punti, ed in tal modo 
ritroverà, con l'ajuto di considerazioni geometriche elementarissime, le costruzioni 
particolari già segnalate. 

k) Quando si applica alla parabola la prima costruzione del centro di cur- 
vatura d'una conica, si riconosce facilmente, per mezzo di eguaglianze di angoli, 
che i triangoli MFN,HFN sono isosceli, e se ne deduce che MH è diviso per 
metà da F. Si ricade così sulla costruzione già trovata, in virtù della quale si può 
dire che la parabola è una spirale sinusoide ^ col polo nel fuoco. Ma se invece 
del fuoco è data la direttrice, conviene sostituire alla 
costruzione precedente quella che ora ne dedurremo per 
mezzo di semplicissime osservazioni. Si projetti M in G, 
sulla direttrice, e sia S il punto d'incontro della normale 
con la direttrice. I triangoli rettangoli MFR , MGS sono 
uguali, perchè hanno uguali gli angoli in M, ed inoltre, 
per una notissima proprietà della parabola, è MF = MG. 
Sono dunque uguali fra loro le ipotenuse MR , MS. Ne 
segue che il raggio di curvatura è doppio del segmento 
di normale, staccato dalla direttrice a partire dal punto d'incidenza. E sicco- 
me si chiamano linee di Rihaucour tutte quelle linee che hanno il raggio di 
curvatura proporzionale alla normale cartesiana, si può dire che la parabola è 
una linea di Ribaucour, 

l) Anche la catenaria è una linea di Ribaucour. Infatti, siccome si è 
dimostrato chf», nel triangolo rettangolo MPN, la projezione di MP = y sull'ipo- 
tenusa MN=n è MQ = a, dimodoché si ha y^ = an, dall'equazione della curva 




1 / - 

^ l n. 



y = |-(e» + c"") si deduce y"=-(e= + r*)= -,. P = ^ 



= w 
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Dunque il centro dì curvatura è simmetrico di N rispetto ad M. Sì h anche 
visto precedentemente che Tarco s^ contato a partire dal vertice À, è uguale 
a PQ. Ne segue che nel triangolo MPN si ha 5'=MQ.QN; quindi, essendo 

s^ 
w=rMQ+QN, si vede che Tequazione intrinseca della catenaria è pz=za'\ . 

mj Per la catenaria di eguale resistenza (y = — alogcos — | si ha 
y=tg--- , yi + !/ = . y= , p=- 




cos — acos' — cos — 

a a a 

cioè p cos 9 = a. Dunque la projezione del raggio di curvatura sull'asse di sim- 
metria della curva è costantemente uguale ad a. Meno facile è il calcolo di s , 
che potremo eseguire nella terza parte del corso; ed allora saremo in grado di 
vedere che Tequazione intrinseca della catenaria di eguale resistenza h 

nj Altra importante linea di Ribaucour h la cicloide (c/r. § 11, a). Rife- 
riamoci alla figura, ed osserviamo che, essendo (per definizione) ON=arcMN=raO, 
le coordinate di M sono 

a=ON— .PN = a(6 — senO) , 

y=:PR + RM = a(l — cos6) . 

Ne segue 

dx = a(l — co86)cf8 , dy = asen8c?0 ; 

quindi dy:da7 = cot-— -. D'altra parte MLN = ViMQN = V«8. Dunque ML è la 

tangente, e per conseguenza MN è la normale alla curva, in M. Quadrando e 
sommando le ultime uguaglianze si ottiene ds^, poi successivamente 

/ e\ ,6 

ci* = 2asen— -dO , sr=z4alì — cos — l = 8asen'--- , 

convenendo di contare gli archi a partire dal punto 0. La lunghezza d^un arco 
completo di cicloide, ossia d*un arco generato in un giro completo del circolo, si 
ottiene facendo = 24r: essa è dunque 8a, cioè quattro volte il diametro del 
circolo generatore. Siccome poi, a prescindere dal segno, Tangolo di contingenza 


è Vt^^» ^^ ^^ subito p = 4asen--., ossia p = 2n. Dunque il centro di curva-- 

tura è simmetrico di M rispetto ad N. È questa una proprietà quasi evidente ♦), 
in virtù di ciò che si è detto in precedenti paragrafi (§§14; 10, a). Finalmente, 
se r origine degli archi si pone nel vertice A (punto medio d* un arco completo), 

si ha 5 = 4aco8— , e si vede subito che T equazione intrinseca della cicloide è 

^« -{- p» = costante. 

o) Più generalmente chiamansi rullette le curve descritte da un punto dì 



•) Duhamel, loo, cit, p. 177. 
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aoa linea che rotola, senza strisciare, sopra un'altra linea, fissa nel piano. Per 
tutte le rul lette si ha la proprietà, osservata nella cicloide, che la normale passa 
per il punto istantaneo di contatto della linea mobile con la linea fissa. Quan- 
do la linea fissa & una retta, mentre la linea mobile h un cir- 
colo, si ha la Qicloide. Nel caso inverso, cioè quando una retta 
rotola, senza strisciare, sopra un circolo, ogni suo punto de* 
scrive una curva chiamata sviluppante di circolo. Se d 
è rangole di cui la retta ha ruotato intorno al centro del cir- 
colo, nel senso opposto a quello degli indici d*un orologio, a 
partire dal momento in cui il punto mobile M si trovava in A, 
sulla circonferenza, e se si dirige Tasse delle x secondo OA, le coordinate di M 
sono 

a: = a(cos6 + 6sen6) , y=a(sen6— OcosO) , 

dimodoché si ha 
da? = a6cos6d6 , dy=a6sene(ie , ^ = tg6 , c?« = a6rf6 




= — = a6 



Dunque la curva si mantiene costantemente normale alla retta mobile, ed ha il 
centro di curvatura nel punto di contatto della retta con la circonferenza fissa. La 
lunghezza deirarco AM è s=y^a^*j e però Tequazione intrinseca della svilup- 
pante di circolo h p^=z2as. 

p) Quando poi entrambe le linee sono circonferenze, si hanno le ipoci^ 
e Ioidi le epicicloidi secondo che una circonferenza & interna o esterna al- 
Taltra. Noi qui vogliamo limitarci a studiare queste particolari rullette, delle 
quali si vedrà l'importanza nella teoria dei meccanismi; e supporremo, per fissare 
le idee, che un circolo di raggio ma rotoli esternamente, senza strisciare, sopra 
un circolo di raggio a, dimodoché i risultati ai quali perverremo saranno appli- 
cabili tanto alle epicicloidi quanto alle ipocicloidi, secondo che m si supporrà po- 
sitivo o negativo. Immaginiamo che il punto mobile M 
si trovi prima in A, sulla circonferenza fissa, che ha il 
centro in 0, e dirigiamo secondo OA Tasse delle ascisse. 
Rotolando la circonferenza di raggio ma, col centro Q, 
nel senso inverso di quello degli indici d*un orologio, 
consideriamola in un'altra posizione qualunque, dopo 
una rotazione mO della linea dei centri intorno ad O. 
Sia N il punto di contatto delle due circonferenze, ed 
osserviamo che, dovendo essere uguali fra loro, in virtù, 
della definizione, gli archi AN ed MN, Tangolo NQM è necessariamente uguale 
a 6. Ne segue che le coordinate di M sono 

a-=a |(14-»n)cos»i6— mcos(6 + »»^)| , y=a|(l + tn)senmO — msen(6 + »*6) { ; 
quindi 

A/A\ A/A\ 

da7=2m(l-}-m)asen— -cos(— --j-*^®)^'® » dy = 2m(ì -\- m) a sen ^^- seni -^-{-m^j db , 




e finalmente 



rfy 

dx 



^'^(2""^ / ' ^^ = -"^^(l + »w)asen 
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L'inclinazione della tangente sull'asse delle x è dunque 9=— --f-mO. Ora, se si 

congiunge M col punto L, dianoetral mente opposto ad N sulla circonferenza mo« 
bil.e , r inclinazione di ML su Ox è appunto uguale alla somma degli angoli 
QLM = 7iO. A0N = m6. Dunque ML è la tangente ^ e per conseguenza MN 
è la normale. Inoltre, se si contana gli archi a partire dal punto A (0 = 0), è 
chiaro che dev^essere 

«=4m(l +m)af l—cos--) = 8»»(l-fw)asen'-- , 

e però la lunghezza d'un arco completo è 8m(l-f )n)a. Se invece si computa s 
a partire dal punto di mezzo (0=:9r) d'un arco completo, si ha 

e 

s=z — 4»n(l-{-m)acos--- ; 
e siccome, d*altra parte, 

ds 2 ds 4m(l-fm) 

- — — — -asen- 



•^ d(p l + 2m db l+2m 2 * 

si vede che j*4~(^ -\'2myp* = costante h l'equazione intrinseca delle epicicloidi 
o ipocicloidi. Per costruire il centro di curvatura si osservi che il segmento di 

normale MN ha la lunghezza n = 2masen---: l'altro segmento MN', determi- 

nato sulla normale dalla circonferenza fissa, ha la lunghezza n\ che si calcola 
osservando la proporzione (n' — n):n = a:ma, da cui si ricava mn'=(l-l-m)n. 
Ciò premesso, si ha 

2(1 + m) 2 1,1 

p=T:p2;;r^ ' '''''' 7=n+7- 

Dunque G i il coniugato armonico di M rispetto ad NN', vale a dire che il cen* 
tra di curvatura, in ogni punto M, appartiene alla polare di M rispetto al 
circolo fisso. Questa proprietà si trasforma subito in un'altra osservando che, es- 
sendo il raggio ON' manifestamente parallelo a QM , se la quaterna armonica 
MNCN' si projetta da sulla retta QM, siccome la proiezione di N' è all'infi- 
nito, quella di N, cioi Q, divide per metà la projezione di MC, vale a dire che C 
si projetta nel simmetrico di M rispetto a Q. In altri termini: il centro di éur- 
vatura, in ciascun punto M, si trova su quel diametro del circolo fisso, che 
passa per il punto diametralmente opposto ad M sulla circonferenza mobile, 
q) In particolare per m = (purché si mantenga costante ma^ immagi- 
nando che a vada crescendo all'infinito mentre m tende a zero) si ottiene la ci- 
cloide (p=:2n). Invece per m = oo (cioè se si fa crescere m indefinitamente, in 
modo che mO conservi un valore t) si ritrovano le proprietà della sviluppante 
di circolo (p = n): 



p=r2alimmsen— - = a/ , 5r=:8alimm(l-j-m)sen* — ==z^/^at* . 

Del resto h chiaro che, in questo caso, confondendosi in uno i punti N ed N', con 
essi deve confondersi anche C. Per m = — Y, si ottiene p = 00 , e però l* ipoci- 
cloide è una retta , come si riconosce anche eseguendo la costruzione della nor- 
male o quella del centro di curvatura. In altri termini, se una circonferenza ro- 
tola internamente , senza stnsciare , sopra una circonferenza due volte piii 
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grande, ciascuno dei suoi punti si sposta lungo un diametro del circolo fisio. 
Questa proprietà, evidente sulla figura, viene utilizzata in 
taluni ingranaggi. Anche la cardioide h un' epicicloide , 
come si vede subito facendo m = l nelle formolo generali. 
Ciò risulta, del resto ^ anche dalla figura, giacché, essendo 
isoscele , per costruzione , il triangolo MLN , il piede H 
della perpendicolare condotta per L ad MN divide MN per 
metà, e però la retta PH è parallela ad OM, d*onde se- 
gue che, se si prende il simmetrico Q di P rispetto ad H, 
completando così il parallelogramma MLPQ, la circonferenza di centro Q, che 
passa per M, tocca in H la circonferenza data. Intanto dalPe- 
guaglianza degli angoli LOP ed LMQ = OLP segue quella 
degli angoli OPH ed MQH , poi quella degli archi OH,MH 
sulle due circonferenze. Dunque la cardioide si può consi- 
derare come generata da un punto d' una circonferenza 
che rotola , senza strisciare , sopra una circonferenza 
uguale. Se si applica la costruzione generale del centro di 
curvatura, si ricade sulla costruzione particolare già trovata per la cardioide, per- 
chè il punto C, intersezione di MN con PM', si può considerare come il punto 
d'incontro delle mediane del triangolo NLM', d'onde se- 
gue HC=:V8MH,MC=V8MH=73MN. Finalmente per 
m = — V4 ^^ ottiene V asteroide. La figura mostra subito 
che la circonferenza descritta sulla metà HL del raggio OL 
come diametro passa nel punto M dell'asteroide, e siccome 
l'angolo MQL h manifestamente quadruplo di AOL, l'arco 
LM della circonferenza interna è sempre uguale all'arco AL 
della circonferenza esterna. Dunque ^asteroide si può con- 
siderare come generata da un punto di una circonferenza che rotola interna- 
mente, senza strisciare, sopra una circonferenza quadrupla. La costruzione 
generale del centro di curvatura conduce alla costruzione ottenuta precedente- 
mente, giacché per la nota relazione, che deve aver luogo fra i segmenti deter- 
minati dalla trasversale OC sui lati del triangolo MQL, si ha 

rVjMC , p = V,LC = 3ML . 





,^ QM' OL „^ 
MM' OQ 



r) La prima forma della costruzione del centro di curvatura delle epici- 
cloidi ipocicloidi suggerisce lo studio (che noi qui vogliamo soltanto proporre 
come esercizio ai nostri lettori) delle curve che hanno il raggio di curvatura, in 
ciascun punto M , proporzionale al segmento di normale, compreso fra M. e la 
polare di M rispetto ad un circolo fisso. Oltre le precedenti godono di qaesta 
proprietà infinite altre curve, ed in particolare tutte le coniche. Per queste il cir- 
colo fisso è il circolo concentrico di raggio J/a\4"^'« Quando, nel caso generale, 
il circolo fisso si riduce ad un punto , si ritrovano le spirali sinusoidi; quando, 
invece, diventa una retta^ si hanno le linee di Riòaucour, La famiglia delle 
coniche comprende dunque una spirale sinusoide, col polo nel centro, ed una linea 
di Ribaucour: la prima si ottiene facendo a* -{- d* =: , ed è, per conseguenza, 
Viperbole equilatera; all'altra si giunge facendo crescere indefinitamente a'4~^*' 
ovvero immaginando che il centro si allontani all'infinito. Bssa è dunque la pa- 
rabola. 
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16. Immaginiamo che due puati tendano a confondersi percorrendo due 
linee, mentre la retta che li congiunge si allontana airinfinito, o gira inde- 
finitamente intorno ad un punto fisso. Se ciò accade (senza escludere che 
possa non aver luogo quando vi è fra i due punti qualche particolare corri- 
spondenza) si dice che le due linee sono fra loro assìniotiche. Cosi, per esem- 
pio, supponiamo che un punto M si allontani ali* infinito lungo una linea 
y = f(x)j vale a dire che la sua distanza dairorigine tenda ad oltrepassare 
ogni lìmite, e che per conseguenza almeno una delle sue coordinate vada 
crescendo ali* infinito. Quando ciò avviene per una sola coordinata, potremo 
sempre supporre che questa sia la a;, scambiando, se occorre, x con y. Ciò 
premesso si consideri sopra un* altra linea y=g(x)^ per ciascuna posizione 
di M, il punto che ha la medesima ascissa di M, e si supponga che, per x 
tendente ali* infinito (positivo o negativo), la differenza delle ordinate 
fi^)'—9(^) tenda a zero. Allora si potrà affermare che le due linee sono fra 
loro assintotiche ; ed altrettanto si potrà dire delle linee rappresentate in 
coordinate polari dalle equazioni r = /*(0) ed r=:^(0). Siccome poi anchi 
la differenza fXx) —g(x) tende a zero (II, 27, e), a meno che non oscilli in- 
definitamente, si vede che le due linee, oltreché ad avere un punto comune, 
tendono in generale a toccarsi ; ma questo fatto va studiato con maggiori 
cautele. 

17. Se, chiamate x ed y le coordinate del punto M, che si allontana 
air infinito lungo una data curva, si riesce a determinare le costanti m ed h 
in modo che y — mx-~h abbia per limite zero quando x tende ali* infinito 
(positivo o negativo), si potrà dire che la retta y = mj:-f ^ ò un assintofo 
della curva data. È della ricerca di questi assintoti rettilinei che noi vo- 
gliamo più specialmente occuparci. Dalla stessa eguaglianza 

iim (y — moc — A) = 

risulta subito che y—mx, ossia xl— — mj, tende al limite finito A, e sic- 
come il fattore x cresce indefinitamente .in valore assoluto, è necessario che 
Taltro fattore tenda a zero. Dunque 

Iim — = w , Iim (y — mj')=:h. 

In queste due uguaglianze, applicate successivamente, risiede la regola per 
la ricerca degli assintoti quando si fa uso di coordinate cartesiane. Invece 
in coordinate polari Tassintoto potrà essere determinato mediante la sua in- 
clinazione a sulTasse polare, e la distanza q dal polo. Prima si osservi che, 

se —=f(fi) è l'equazione della curva, f{9) tende a zero quando M si al- 

lontana indefinitamente, e però, se la detta funzione è continua, gli angoli 
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che Tasse polare fa con gli assintoti sono le radici deirequazione /(0)=:0. 
Per completare la determinazione delFassintoto, corrispondente ad una data 
radice oc, basta osservare che la distanza di M alTassintoto de?e tendere 
a zero, e che per conseguenza si ha 

g = limr8en(»-«) = lim^ = Hm-i^^ ' 

e finalmente q = l:f'(a) quando è continua anche /"(O). 

18. Ora vogliamo dimostrare che, allontanandosi M all' infinito, se la 
tangente in M tende ad una posizione limite, questa è necessariamente un 
assintoto. È per questa proprietà che si suole, in Geometria analitica, con- 
siderare gli assintoti come le tangenti nei punti d'incontro della curva 
con la retta all' infinito. Paragonando infatti V equazione della tangente 
T=Xy'+(y — a?y ) con quella della posizione limite Y=m^X.-{'h^, si vede 
che, ammettere l'esistenza di questa posizione limite vale quanto ammettere 
l'esistenza dei limiti di y' e di y — xy per x infinito, dimodoché sia 

lim y'=: m, , lim (y — xy) = ^, . 
Intanto si ha, applicando il teorema di l'Hospital, 

m=:lim — =:h'ray'=w. ; 
poi 

y 

— — m 

X 

A = lim(y — ma?) = lira — = lim(y — xy):=z\ . 

X 

Al medesimo risultato si giunge con altrettanta facilità adoperando coor- 
dinate polari. Infatti la distanza della tangente al polo, computata come nel 
paragrafo precedente, è — rsenco, e non può tendere ad un limite g^, per r 
infinito, senza che co tenda ad un multiplo di tt. Ne segue che, se a^ è la 
inclinazione, sull'asse polare, della retta, con cui si suppone che tenda a 
confondersi la tangente, vale a dire se 4- co tende ad un lìmite «i, esiste 
anche a = limO = «^ — ww ; ed inoltre 

1 r« 

^=lim-7— = — lim -T = — lim rtgco = — lim rsenco = g, . 

cos^ 

19. Esempii: a) La curva y = e manifestamente assintotica ad en- 

X 

trambi gli assi; ma, mentre Tasse delle y si può considerare come limite della 
tangente in M, quando cresce indefinitamente Tordinata y di questo punto, al- 
trettanto non si può dire per Tasse delle x^ perchè y — xy non tende ad alcun 
limite quando x cresce all'infinito. In altri termini la tangente non cessa di oscil- 
lare, come si riconosce anche osservando che le tangenti negli infiniti punti dMn- 
contro della curva con Tasse delle x concorrono tutte suli^asse delle y, nei punti 
dbl. Adunque un assintoio può non essere la posizione Umile della tangente^ 
vale a dire che non sussiste la proposiz'one reciproca di quella che abbiamo dimo- 
9trata nel precedente paragrafo. 
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b) NelFesempio precedente la tangente, pur non ammettendo ana posizione 
limite, tende a diventar parallela airassintoto; ma nella curva 

già considerata (11,14, 6), la tangente oscilla indefinitamente anche in orienta- 
zione, in modo da diventare infinite volte perpendicolare airassintoto. Invece per 
la curva fl?y=[a?] si ha limy=l, per a infinito, mentre lìmy'=0,lim(y — xy)f=^ 
21im([ar]:.T) = 2, vale a dire che la tangente tende ad una posizióne limite 
(j = 2), ma questa non coincide con l'assintoto (jz=l). Ciò non contraddice 
al teorema dimostrato nel § 18, perchè nella dimostrazione di quel teorema, in- 
vocando il teorema di THospital, tacitamente si suppone che la derivata di y 
sia unica, mentre nel caso da noi considerato manca la derivata a sinistra di tutti 
i punti ad ascissa intiera. Valga questo esempio a mostrare come si debba stare 
attenti, quando si applica un teorema, a curare che le condizioni restrittive dello 
enunciato siano soddisfatte. 

e) Per trovare gli assintoti della curva (profilo verticale deirelicoide svilup- 
pabile) rappresentata dalle equazioni a;cosO=a ,y=3(tgO — 0), 
o, meglio, di quel ramo della curva , che corrisponde ai valori di 
6, compresi fra — 7i^ ®^ Vi^» si deve prima osservare che, 
per far crescere airinfinito una coordinata, bisogna far tendere 
a dz Vs^« ^^^^^ qfiXdXx ipotesi si ha 

y h b 

m = lim — = — lim(8enO — 6cos6) = ± — , 
X a a 

^ ,. / ^ \ ... sene — 6cos6=pl 

Gli assintoti cercati sono dunque le rette rappresentate dalle equazioni 

ce y _« 

d) Nella ricerca degli assintoti non bisogna trascurare di far tendere oo a 
— 00 come a 4- ^ t giacché si possono avere assintoti differenti nei due casi. Cosi, 




per esempio, per la curva y = a? 



^— 5- 



m=:Iim 



e — e 



e'+e' 



e^'+e' 
= ±1 



. , si ha, quando x tende a qp x , 



',£X 



= 




A == lim (y qp a?) = qilim ^,^— -y 

e però la curva è assintotica alle bisettrici degli assi. Un esempio più semplice ci 
è dato dalla curva y =:arctga7. La considerazione dei due casi è necessaria anche 
per sapere se la curva si accosta indefinitamente airassintoto nei due sensi , o in 
an senso solo. 

e) La curva y = a?;(l + e*) ha, neirorigine, due tangenti, perchè (11,2, 
6) si ha y = 1 a sinistra, y = a destra deirorigine. Quando x tende a dioo, 
anche y va crescendo sempre in valore assoluto; ma i due rami infiniti, che in 
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i 

tal modo si ottengono, sono assìntotìci ad una stessa retta, perchè si ha ]ìme"=\, 

1 11 
]ìtDx{e" — 1)=1, e conseguentemente m=:lim =—» 

1 — e* 1 




A=lim^y-— j = ^lim.r 



Dunque l'equazione delfassintoto è x — 2y = -^. A questo risultatosi giunge ao- 

a? 1 1 

che sviluppando y in serie: y== 2"'~"T'^ 48"»"^"' ' 

fj Oli sviluppi in serie sono molto utili per lo studio del modo di compor- 

J. 
tarsi delle curve nei rami che si estendono all'infinito. Così, data la curva i/=x€*^ 

basta osservare che si ha y = a? -j- 1 + ^ + • • • per accorgersi che la curva è as- 

sintetica alla retta y=a7-{-l. Inoltre, siccome y cresce alfinfinito anche quando x 
tende a zero decrescendo, mentre invece ha per limite zero quando oc tende a zero 
crescendo, si vede che la curva consta di due rami , entrambi assintoticì a quella 
retta, ma tali che un solo di essi è assintotico anche all'asse delle i/, mentre Tal- 

i 
tro si ferma nelP origine. Similmente si vede subito che la curva f/=x^^ am- 
mette Tasse delle y come unico assintoto rettilineo (del solo ramo di destra), ma 

è dotata invece dell'assintoto parabolico y = oo*-\-oS'^-—^ che si estende inter- 

namente al ramo di sinistra ed esternamente a quello di destra. É poi notevole la 

j- 

curva yz=QB^:(l-{-e^) perchè rassomiglia molto ad una parabola, e tende, alFin- 

finito, a comportarsi appunto come la parabola y = 7^(2a?* — a?). Se a questa si 
fa subire una traslazione nel piano, in modo che il vertice vada neirorigine, in 
questo punto le due curve sì attraversano nel tempo stesso che si toccano, per- 
chè y<Vi^* a destra dell'origine, y>^l^a? a sinistra, 

g) Quando si applicano alla spirale iperbolica le formolo date in fine del 
§ 17 si ottiene 

a a 

e si ritrova cosi T assintoto parallelo all'asse polare, segnalato precedentemente 
(§ l^t 9)' Similmente per la quadratrice (§ 10, i) si ha 

^,^^ senO .,^, 6cos6 — sen6 , , _ 

r(e) = -^ , rW= ^^, . « = »«« , g = (-i)"nwa. 

In modo analogo si dimostra che le spirali sinusoidi (§ 10, m) ammettono assintoti 
a distanza finita soltanto per m< — 1; ed in questo caso gli assintoti escono tutti 

dal polo, e fanno con l'asse polare gli angoli 0, — > — » — >•.-• 

. m m m 

h) Per la conica rappresentata dall'equazione rr=f):(l — AcosO) si ha 

l — hco^^ ,,^, k ^ 1 dtp 

/'(e)= , /"(0)=— sene , cosa — - ^ 



^ , , , , ^ , ^ , , ^__ 
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Solo nel caso dell'iperbole, cioè per A>] , a è reale; ma gli infiniti archi a, che 

hanno il coseno -^, determinano due sole direzioni, aniiparallele rispetto all'asse 

focale. In questo caso |) = , A* — 1 = — -, e però g = ±6, ed anche o' = 

dzkasena. Dunque i due assintoti passano per il centro e distano di ò dal polo, 
ossia dai fuochi. 

i) Tutte le volte che, nel discutere curve date in coordinate polari, si trova 
che r tende ad un limite a quando tende all'infinito (positivo o negativo), si 
può affermare che la curva ammette un circolo assiniotico di raggio a, col cen- 
tro nel polo. Ed è utile notare che, col tendere di r ad a, avviene ordinaria- 
mente (11,27, e) che r tende a zero, e conseguentemente co ad V,ir, cioè la 
curva tende a toccare il circolo. In particolare, se a = 0, il polo è un punto as^ 
sìntoiico: ciò accade per varie curve studiate precedentemente (§ 10, e^g, A), co- 
me la spirale logaritmica , la spirale iperbolica , la cocleoide. Basta prendere le 
concoidi (§ lOyj) di queste curve rispetto al polo per ottenere altre curve, dotate 
di circoli assintotici. 

20. Occupiamoci ora più partioolarmente degli assintoti delle curve al- 
gebriche; e prima, per cercare quelli che son paralleli all'asse delle y, or- 
diniamo T equazione della curva, già ridotta a forma razionale ed intera, 
rispetto ad y : 

Per y infinito x deve tendere ad un limite {, che si tratta appunto di cal- 
colare, e però 4^(x), 4^|(.7),..., funzioni continue, tendono ai limiti finiti 4^(2), 
^J;//),... Ne segue, dividendo l'equazione per y**, e facendo poi tendere y 
all'infinito, 4^({) = 0. Questa è l'equazione che fornisce i valori di I, a cia- 
scuno dei quali corrisponde un assintoto X = Z. Ora, messi da parte gli as- 
sintoti paralleli all'asse delle y, ordiniamo l'equazione della curva per 
gruppi omogenei. Posto y=tx^ sì potrà scrivere 

a;-9(0 + a?"-*9.(0 + ^-"W0 + - + 9n(0 = . (7) 

Intanto si ha m=lim^, ed m è finito; quindi, se si divide per x* l'equa- 
zione precedente, si ottiene, per x infinito, 9(1») = 0. Basta risolvere questa 
equazione per determinare le direzioni degli assintoti. Prima supponiamo 
che m sia una radice semplice di 9, dimodoché 9'(w)^0, e cerchiamo di 
calcolare h. Se si divide per re**"* l'equazione (7) si ha 

^9{0 + 9i(0+^ + -=0; (8) 

poi, per X infinito, dopo avere osservato che 

\ìmx(t — m) = lim(y — ma:) = h , 
8Ì ottiene, applicando il teorema di THospital, 



9(0 
lim 0:9(0 = lina a? (^ — w) . lim --=—^ = A9'(»i) 



22 
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Dunque la (8) diventa 

A9'(m) + 9.(m) = , e dà A=: — ?«^) . 

Se m è radice multipla di 9, si ha 9'(m) = 0, e se non è 9^(m)=0 si può 
dire che Tassintoto è infinitamente lontano; ma, se anche 9^(m)=:0, l'ul- 
tima formola è illusoria , e bisogna risalire alla (7). Dividendo questa per 
a;**"* si ottiene 

.r«9(0 + ^9.(0+9.(0 + ^^+- = . (9) 

lim ^«9(0 = lim x\t- my . lim ^^^^y = 2" ^"('^^ ^ 

quindi, per x infinito, Tequazione (9) diventa 

V.^VW + A?;W+9,(w) = , (10) 

e fornisce due valori di h, corrispondenti a due assintoti (reali immagi- 
narii) paralleli. Se poi m è radice tripla di 9 , uno degli assintoti corrispon- 
denti è generalmente a distanza infinita; ve ne son due infinitamente lon- 
tani se anche 9(m)=0, e finalmente, se sono nulli tutti i coefficienti del- 
l' equazione (10), bisogna riprendere l'equazione (7), dividerla per a?"'^, 
e passare al limite per x infinito, in modo da ottenere 



e cosi via. 



•1 ^ ' ' '2 



21. Mercè le coordinate omogenee la ricerca degli assintoti dell6 curve 
algebriche si può condurre con maggiore semplicità, purché si faccia uso 
del teorema dimostrato nel § 18. Prima si noti che il risultato 9(m) = si 
può enunciare dicendo che, quando si sopprimono neirequazione d'una curva 
di ordine n tutti i termini di grado inferiore ad n, T equazione che si ot- 
tiene rappresenta l' insieme delle parallele condotte per l'origine agli n as- 
sintoti, reali immaginarii, distinti coincidenti. Ciò riesce quasi evidente 
se, dopo aver posto 



*(a;,y,^)==a;>(|) + ^a.'»>,(|^) + ^*.;'*->.(|-) 



+ « 



per rendere omogenea l'equazione della curva, si osserva che scrivere l'e- 
quazione 9 = equivale a porre jer = in ♦ = 0, è lo stesso cioè che consi- 
derare gli n punti d'incontro della curva con la retta all'infinito. Ora si 
scriva l'equazione (§ 7) della tangente 

e, per esprimere che il punto di contatto sta all'infinito, si ponga e=:0 nei 
coefficienti. Si ottiene cosi un'equazione omogenea in a? ed y; poi, elimi- 
nando il rapporto — fra questa equazione e ciò che diventa *=0 per j8r=0, 
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si giunge all*eqaazione complessiva degli assintoti. In sostanza questo me- 
todo non diflferisce dal precedente. Infatti per js=zO si ha 4> = a;'*9f--j, 
cioè * = quando si pone per — un valore m soddisfacente a 9 = 0. 



Inoltre 



e per conseguenza 

^ = -ma^ 9(«i) , _.=^ni^(^) ^ ^z:.a;->9.W. 
Quindi Tequazione (11) diventa, in coordinate non omogenee, 

9(m) 

22. Esercizii: a) Data la curva a?' + y' = 3aa?y , che si chiama folium di 
Cartesio, si ha, perla determinazione dei coefScienti angolari degli assintoti, 
Tequazione l-{-}n' = 0, che ammette l'unica radice reale m = — 1; poi 

94(m)__3wa 

9'(w) 3w' 

Dunque la curva ha un solo assintoto reale, rappresentato da a74-y4~^ = ^- ^^^ 
le applicazioni bisogna ricordare, non le formole ottenute nel §20, ma il solo 
procedimento adoperato per giungere alle formole stesse. Così, nel caso del folium, 
dopo avere osservato che rc-f-y ^ Tunico fattore reale deirinsieme a:^-\-y^ dei ter- 
mini di più alto grado, si può immediatamente scrivere Tequazione dell'assintoto: 

Al medesimo risultato si giunge sviluppando y in serie: 

a» a* 
y = ^,,^a + 3-.--3 + 

h) Un pò* più generalmente, si consideri Tequazione 

{x + y) (07» — 2kxy + y«) = 2(1 + k)axy , 
che per A = --- rappresenta il folium, e per A = un'altra importante curva, 

detta logociclica. Fintantoché A^<I, non si ha che un solo assintoto reale, 
la cui equazione è 

'' + '=\ .^^2kxy^yi ^^_r'^^> 

dimodoché le curve considerate son tutte assintoticbe ad una stessa retta; ma 
q celle perle quali è A*>1 ammettono altri due assintoti real i, paral leli alle rette 
^« — 2Aa?y + y'=(y— iwa?)(y— m'a?)=0, dove m=A±J/A*— 1. L'equazione 
d*an assintoto è 

_/ 2(1 -{-k)axy \ _ 2{\ + k)ma _ ma 
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quindi si trova ì/ = kx'\'-—±h:'{'—: -)1/A»— 1 per rappresentare i due 

assintoti. Questi s* incontrano nel punto a =:y = — a:2(k — 1) sotto un angolo, 

il cui coseno è -r. Solo per A = 2 i tre assintoti concorrono in un punto, ed al- 

ft 

lora son paralleli ai lati d'un triangolo equilatero. 

cj Per mostrare in qual modo si adoperano le coordinate omogenee ripren- 
diamo il folium , e poniamo 

*(a?,y , z) = 07* + y»— Saxyz 

per applicare le cose dette nel §21. Per z-=0 si ha 

e però l'equazione complessiva degli assintoti risulta dall'eliminazione del rap- 
porto y:x fra le equazioni 

ar» + y» = , Xa;» + Yy«-aa?y=0 , 

ossia (scrivendo a? ed y per le coordinate correnti) dall'eliminazione di m fra 
l^m' = ed X'{'m^i/ = ma. Eseguendo l'eliminazione si ottiene 

a' + y' + a' = 3aary , 

e questa equazione si decompone nelle tre seguenti 

dove (0 rappresenta una radice cubica immaginaria dell'unità. 11 folium ha dun- 
que, oltre l'assintoto reale a; 4-^ + ^ = 0* ^"^ assintoti immaginarii, che s'in- 
tersecano nel punto (a, a). L'equazione ottenuta si può anche stabilire immedia- 
tamente lasciandosi guidare dall'osservazione che l'equazione complessiva d'una 
curva dell'ordine n si deve poter dedurre dall'equazione stessa della curva, al- 
terando i coefficienti dei termini di grado inferiore ad n — 1 in modo che l'equa- 
zione si spezzi in n equazioni lineari. Nel caso del folium questa osservazione con- 
duce subito al risultato, perchò si sa dall' algebra che basta aggiungere a^ ad 
oj'+y' — 3axi/ per trovare il valore del circolante (fl?,y,«), scomponibile ♦) in 
tre fattori lineari. 

d) Sia ancora 

*(a7,y , «) = aa?* + b!/* + cz^+2fj/z + 2gzx + 2hxy •. 

L'equazione della tangente è 

{aa> + hi/+ffz)X + ihx + by+fz)Y + (ffx + fy-\-cz)Z = ; 

quindi, facendovi j2r = 0,Z = l, si ottiene 



*) « Analisi algebrica » p. 366. 
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e bisogna eliminare — fra questa equazione e Taltra 



h 


— h 


X 


h 


a 


y 


X 


y 






Il risultato dell'eliminazione &, ponendo x ed ^ per X ed Y, 

a h ax-\-hy Yg "=0 

h h hcc^by-\-f 

ax+hy+g hx-{-by + f 

Sottraendo dall'ultima colonna la prima moltiplicata per a; , e la seconda moltipli- 
cata per y , poi operando analogamente sulle linee, si trova 

a h g 1=0. 
h b f 
g f e — * 
Dunque Tequazione complessiva degli assintoti della conica 

ax^ + by^ + C'\-2fy -\-2gjc -\-2hxyr=:(ì 

si ottiene ponendo nel secondo membro, invece di 0, il discriminante D, diviso 
per ab — h}, À questo risultato si perviene assai più rapidamente mercè Tosser- 
vazione fatta nel precedente esercizio, cioè sostituendo a e un numero c\ tale cbe 
Tequazione si spezzi in due equazioni lineari, per la qual cosa occorre che sia nullo 
il nuovo discriminante 



a h g 


= 


a h g 


+ 


h b r 




h h f 




9 t e 




9 r e 





a h 
h b 
9 f e 



:=D + (flò~^«)(c'— e) , 



ossia che si abbia cz=c — -^ , 

ab — hr 



23. Solessi. Talune particolarità, che possono presentarsi in certi punti 
d*una curva, e che sono inerenti alla sua forma, fanno dare ai punti stessi il 
nome di punti singolari. Cosi, per esempio, quantunque nei punti per i quali 
è y'=0 si presenti la particolarità che l'ordinata diventa, generalmente, 
minima o massima, pure essi non sono punti singolari, perchè basta un cam- 
biamento nell'orientazione degli assi per trasportare altrove Tosservata par- 
ticolarità. Non cosi avviene dei punti nei quali è y"=0: questi si chiamano 
flessi punti d'inflessione, e sono punti singolari, perchè in essi è nulla la 
curvatura^ si verifica cioè un fatto, che nessun cambiamento di assi vale a 
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distruggere. Del resto è facile constatare che, intorno ad un tal punto M, 
la curva si comporta, rispetto alla tangente in M, in modo eccezionale, per- 
chè, trasportata in M Torìgine, se si dirigono gli assi secondo la tangente e 
la normale, si ha, per la definizione di y" come derivata di y\ lim(y':a;)=0; 
poi, in virtù del teorema di l'Hospital, lim(2/::z;^) = 0, vale a dire che la 
distanza della tangente in M dai punti infinitaìnente vicini ad M é infini- 
tesima d'un ordine superiore al secondo , diguisachè si potrebbe quasi dire 
che nei punti d'inflessione una curva tocca maggiormente le sue tangenti. 
Per giustificare poi la denominazione di punti d'inflessione bisogna osser- 
vare che y'\ annullandosi, generalmente cambia segno, e però (III, 32, d) av- 
viene che nel passare da una parte all'altra d'un flesso, lungo la curva, la 
convessità di questa si muta in concavità, o viceversa. Si ha dunque una vera 
e propria inflessione, nel senso volgare della parola, vale a dire che la curva 
attraversa la tangente; ma ciò non accade quando y" conserva, intorno ad 
M, un segno determinato, nel qual caso il valore jsero rappresenta un mini- 
mo un massimo di y'\ d'onde segue (III, 25) che le ascisse dei punti , nei 
quali una curva attraversa le sue tangenti, sono le radici semplici di y'\ o 
quelle multiple d'un ordine dispari. Ciò si spiega facilmente osservando che 
son questi, appunto, i valori di x che rendono minima o massima la funzio- 
ne y\ cioè le ascisse di quei punti , intorno ai quali avviene che la tangente 
cessa di progredire in un senso e prende a spostarsi nel senso opposto. 

24. Per determinare i flessi della curva y=zf{x) bisogna dunque risol- 
vere l'equazione /'"(a;) = 0, o qualunque altra equivalente, ossia atta ad 
esprimere che la curvatura è nulla. Cosi, per esempio, quando la curva è 
data mediante una coppia di equazioni x = (^(t),y = ^(t), invece di ^'=0 
conviene (c/r. V, 11, d) scrivere dxd^y'—dyd*x = 0» In altri termini i flessi 
corrispondono a quei valori di t, che annullano 9'(0+"(0 — ^XO^XO- In- 
vece, se la curva è data in coordinate polari, l'equazione che si adopera è 
r*-|-2r — rr"=0, escluse le radici (multiple) di r; o pure, se l'equazione 
della curva è data sotto la forma — =/'(0), si scrive f+f"=zO. Se poi, pur 

facendo uso di coordinate cartesiane , si considera la curva rappresentata 
dall'equazione f(x,y) = 0^ l'equazione dei flessi è (V, 25) 

=0. 



ìix* 


'ÒM'dy 
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Ix 


òx'òy 




3y 


3/- 
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Y 
òy 






A questa si può dare una forma notevole , nel caso delle curve algebriche, 
quando l' equazione della curva sia stata già resa omogenea. Sia n il suo 
grado, e nel determinante che precede si sottraggano dall'ultima colonna, 
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moltiplicata per n — 1, la prima moltiplicata per a;, e la seconda moltipli- 
cata per 2^; poi si faccia altrettanto per le linee. I primi due elementi del- 
Tultima colonna o deirultima linea si cambiano in 






IL 



e l'ultimo in 



•(»-)(.^.|)-<.^+.,»^)=(»-...g-.(<»-.,|-.S), 



che si riduce a z 






òx'òz òyòz) 
Cosi Tequazione considerata diventa 



ay 


av 


'òx'òf/ 


dxàz 




'òy'òz 


av 


ÒY 


3y<)^ 


3a' 



= 



ai» 
JV 

Adunque i flessi della curva algebrica £=0 si determinano ponendo uguale 
a aero Vhessiano H della funzione f, resa omogenea (cfr. IV, 12; V, 19). La 
curva H = si chiama la hessiana della curva f=0. I flessi d'una curva 
algebrica sono dunque i punti nei quali essa incontra la propria hessiana; 
e siccome questa ha T ordine 3(n — 2), si hanno, in generale, 3n(n — 2) 
flessi lungo una curva deirordine n. Per esempio una conica non ha flessi, 
una cubica ne ha nove (sei dei quali son sempre immaginarli); ecc. 

25. Esercizii:a^ Perla quadratrice /y=a?cot — J T equazione dei flessi si 

riduce ad y = a, purché a?^0« Dunque il ramo centrale non s* inflette, ma la 
tangente nel vertice taglia tutti gli altri rami nei rispettivi flessi. ^ .« 

bj La forma della curva (§ 19, d) rappresentata dairequazione y=:a? -^ _^ 

e ~^^e 
lascia subito indovinare l'esistenza di due flessi, simmetrici rispetto alPasse delle 
y\ ed effettivamente l'equazione ^"=0 conduce ad y=ì^ equazione d'una retta 
che incontra la curva data nei suoi punti d'inflessione. 

e* — 1 
e) Perla curva y=:a?'-^ T equazione dei flessi è troppo complicata 

e^+1 
perchè se ne possa trarre profitto; ma è facile rendersi conto della forma ge- 
nerale delia curva osservando che questa passa per l'origine (cfr, II, 14, h) tan- 
genzialmente all'asse delle a?, e si estende all'infinito assintoticamente alla retta 

/r 1 

y-zn^l^x. Anzi lo sviluppo y = -^ — 5" + ^i ^^^^ ^he la curva è assintotica 

I 2 8^ 

all'iperbole a*— 2iry=-~ ,e ciò ne rende più agevole la costruzione approssima- 
4 

ta. In tal modo si riesce a prevedere che la curva s'inflette in tre punti, fra i quali 
è 1* origine 0. Nondimeno bisogna notare che non e un flesso , e si ha così un 
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esempio di carva che attraversa la tangente in un punto, che non è un punto 
d'inflessione. Infatti si sa (III, 26, h) che y" , considerata come derivata destra o 
sinistra di i/\ ha il valore 2 o il valore — 2. Dei resto basta osser- 
vare che lim(y:a?*) = ±I per accorgersi che nel punto viene a 
mancare una proprietà essenziale dei punti d'inflessione, giacché la 
distanza della tangente in dai punti vicini ad non è infinite^ 
sima d'un ordine superiore al secondo , ma è proprio del secondo 
ordine, come nei punti ordinarli. 

d) Per convincersi dell' utilitÀ di possedere un criterio ana- 
litico sicuro {y"z=zQi) per la ricerca dei punti d'inflessione, basta 
costruire la curva y^ze'^ -\-^enx aggiungendo seno; alle ordinate 
della logaritmica t/==e^. Una costruzione grossolana condurrebbe 
a credere che la curva s'inflette, anche per a?>0, i nflni te volte ; ma ciò non 
avviene, perchè la funzione y**z=ié^ — sena; non ammette radici positive, essendo 
e*> 1 >sena? per a?>0. Si hanno invece, per a? <;0, infiniti flessi, le cui ascisse 
son quelle dei punti d'incontro della logaritmica con la sinusoide y=:sena7. 

e) Data una lumaca qualunque (r=acosO-f-^)> si trova facilmente 

r« + 2r'— rr'=2a« + 6» + 3a6cos6 . 

Ora , perchè questa funzione di 6 si annulli per valori reali di , bisogna che 
2c?'\'ì? non superi Saò, e quindi che h cada nell'intervallo (a,2a); ma l'estre- 
mo inferiore va escluso, perchè per 5=:a è 0=n, radice doppia di r. Dunque 
(c/r.§ 10, k) le sole lumache dotate di flessi son quelle per le quali h è maggiore 
di a, ma non di 2a. 

f) Fra le concoidi (§ 10,^") della retta si consideri quella che contiene il 
polo. Dalla sua equazione (r — a)cos6 = a si deduce, per determinare i flessi, 
l'equazione cos'6 -[- 3 cos*6 — 2 = 0, dalla quale si traggono per cos6 i valori 

-1 , -1 + ^3 , -l-)/3. 
Del primo non si deve tener conto, perchè annulla r (ed insieme r'); l'ultimo 

non corrisponde a valori reali di 0; resta il secondo, che dà r= — - — a\ è que- 

sto il raggio d'una circonferenza, col centro nel polo, che taglia. la curva nei due 
punti d'inflessione. 

g) Finalmente domandiamoci se le concoidi d'una spirale logaritmica pos- 
sono inflettersi, quantunque a priori sembri che ciò non debba accadere. Da 

r = ae"^-^ h si deduce r^ + 2r''— rr"= (1 + m«) r» - Zm^hr + 2m*ò* , 

e si vede che, se m'<8, questo trinomio non può annullarsi per valori reali di r. 
Ne segue che le spirali cercate sono soltanto quelle che incontrano i loro raggi 
vettori sotto un angolo sufficientemente piccolo, cioè tale che la sua tangente tri- 
gonometrica non superi 1 :2(/2. Ciascuna di esse Ita tutte le concoidi dotate di due 
punti d'inflessione, corrispondenti a valori di r che son sempre compresi fra Ò e 
26. Gli archi delle infinite concoidi d'una stessa spirale, che hanno gli estremi nei 
punti d'infiessione, son visti dal polo sotto un angolo costante, nullo per m=2^2 
e piccolissimo per m grandissimo. 
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26. Punti multipli. È noto che, per la determinazione della tangente 
in un punto della curva f(x,y)=^0, si fa uso deirequazione 

1+4=" • ^ '<■=' 

che fornisce il valore di y\ neìV ipotesi che ^v^ ^ ^ siano continue, ed inol- 
tre si abbia y"^^- Se in un punto M è ;r-==0, non si può più asserire 
(Y, 23) che, intorno ad M , y è funzione di x , cioè che ad ogni valore di x 
corrisponde uno ed un sol valore di y; ma ciò rimane vero, per la supposta 
continuità, intorno ad M, vale a dire che in punti M', infinitamente vicini 
ad M, la derivata y esiste, ed ha il valore che si ricava dalla (12). Quando 

M' tende ad M, ;r- tende ad annullarsi, mentre ;r- tende ad un limite ge- 
oy ox ° 

neralmente diverso da zero, e però y cresce indefinitamente. Ne segue che, 
in M, la tangente è parallela all'asse delle j^, e ciò non costituisce singo- 
larità. Ma se tendesse a zero anche ;r- , nulla si potrebbe asserire, senza un 

ulteriore esame, circa il limite di y\ L'equazione (12) tende allora a dive- 
nire illusoria, e per evitar ciò si ricorre ad una nuova differenziazione: 

Ammettiamo che, nel tendere di M' ad M, y tenda ad un limite finito, e 
cerchiamo di determinarlo, avvertendo che, se y crescesse indefinitamente, 
basterebbe considerare dxidy (che tende a zero) invece di dyidXf per con- 
vincersi che sussistono i risultati che siamo per ottenere. Ora , per dimo- 
strare che y"^ non può tendere ad un limite diverso da zero, adoperiamo 
il teorema di l'Hospital, e scriviamo 

limy'=lim^^ = lim(y'+^). 

ì^y dxT^y 

Siccome la funzione 

dx "òy 'òx'òi/ 3y' 

resta finita, per ipotesi, si ha limy";r- = 0. Dunque Tequazione (18) diven- 
ta, al limite, 

intendendo che alle derivate seconde di f si attribuiscano i valori che assu- 
mono in M , e lasciando y' a rappresentare il limite di y per M' tendente 
ad M. Adunque si hanno per y\ in M, due valori, vale a dire che la curva 
ammette, nel detto punto, due tangenti, le quali possono essere reali e di- 

23 
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stioie, coincidenti, o immaginarie: ciò dipende dal segno di 

òx* dxòy 





Nel primo caso il punto M si chiama punto doppio, nel secondo caso 

punto di regresso o cuspide^ e nel 
/^ terzo esso è an punto isolato, perchè 
intorno ad M non può esistere alcun al- 
tro punto reale della curva. Veramente 
la discussione che precede è poco rigo- 
rosa, e per condurla accuratamente bisognerebbe lasciarsi guidare *) da 
considerazioni analoghe a quelle , che sono state svolte nel § 23 del quinto 
capitolo. 

27. Biassumendo vediamo che, per cercare lango una data curva /*= 
le singolarità ultimamente descritte, bisogna porre uguali a zero le de- 
rivate parziali prime di /*, e cercare tutte le soluzioni z=a,y=b del si- 
stema cosi formato, ritenendo soltanto quelle che soddisfano anche airequa- 
zione della curva. Sostituiti i valori a, 6 ad x^y nelle derivate parziali se- 

conde, se essi non annullano ;r-z, si ha un punto doppio, una cuspide, o un 

punto isolato, secondo che la funzione r-^v-i— ( ^ ^ ) assume un valore 

negativo, nullo, o positivo. Se poi ^ = 0, ma -^^0, V equazione (U) 

ammette una sola radice finita, e si ha un punto doppio, con una tangente 

parallela all'asse delle y. Se anche ^-^ = 0, ma ;r-^^0 nel punto (a, 6), 

si può dire che le radici della equazione (14) sono entrambe infinite, e però 
si ha una cuspide, con la tangente parallela all'asse delle y. Finalmente può 
accadere che tutte le derivate parziali seconde siano nulle nel punto (a,ò), 
ed allora, diventando illusoria l'equazione (14), bisogna ricorrere all'altra 

av yr > yr ^yr 

che fornisce, in generale, tre valori per y\ Cosi continuando si perviene alla 
nozione di punto multiplo dell'ordine m, o punto m""''**, geometrica- 
mente caratterizzato dall' appartenere ad m rami della curva, reali o im- 
maginarii, ed analiticamente dal fatto che in esso si annullano tutte le de- 
rivate parziali, il cui ordine è inferiore ad m, mentre almeno una, fra quelle 
dell'ordine m, è diversa da zero. Quando l'equazione si rende omogenea si 
può anche dire, più semplicemente, che il punto m"**''" è caratterizzato dal- 
l'annullamento di tutte le derivate parziali (m — 1)"*'"'. Osserviamo, per fi- 

•) D'Arcai 8 (( Corso di calcolo infinitesimale » voi. I, pp. 509-515. 
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nire, che i punti multipli d'una curva , come i punti d'inflessione, appar- 
tengono alVhessiana della curva; e si può inoltre dimostrare che sono mul* 
tipli anche per Thessiana. 

28. Cuspidi. Fra i punti doppii hanno speciale importanza le cuspidi, 
perchè intorno a siffatti punti, come intorno ai flessi, la curva si comporta 
in modo eccezionale rispetto alla tangente. Infatti , se si prende come ori- 
gine il punto che si vuol considerare , e come assi la tangente e la normale 
alla curva, è chiaro che debbono con x ed y annullarsi f eie sue derivate 

òV 
parziali prime e seconde, tranne :r~, giacché Tequazione (14) deve forqire 

^'==0 come radice doppia. Siccome poi, in generale, anche y~ì ^^i nell'ori- 
gine, un valore diverso da zero, l'equazione della curva si riduce alla forma 
y*=:zkx* quando si trascurano gli infinitesimi d'un ordine superiore al terzo. 
Dunque la curva si comporta, in vicinanza dell' origine, come una parabola 
semi-cubica, e però tende a svolgersi da un lato solo della normale, in due 
rami separati fra loro per mezzo della tangente. Questo avviene general- 
mente, e si suole esprimere dicendo che la cuspide è di prima specie, riser- 
vando il nome di cuspide di seconda specie al caso eccezionale dei rami non 

separati per mezzo della tangente, che può presentarsi solo quando è ;r-i=0 
nel punto che si considera. Nel caso generale, essendo lìm(y:x') = (x>y si 
vede che la curva si distacca maggiormente dalla tangente, e se ne deduce 
che nelle cuspidi la curvatura è generalmente infinita. In altri termini il 
raggio di curvatura si annulla; e siccome, nell'annullarsi, in generale avviene 
che il suo segno cambia, si vede cosi, in altro modo, che solo eccezionalmente 
può darsi il caso d'una cuspide di seconda specie. 

29. Esercizi!: aj Nel folium, rappresentato dall'equazione a'4-y'=^3afl?y, 

l'origine è un punto doppio, perchè le funzioni — ~==a?' — ay y—-^ = y* — ax 

o òx 3 oy 

si annullano simultaneamente per fl? = 0,y=0 (ed anche per x = a,y = a, che 

1 DV 1 3V 

non soddisfano airequazione della curva); poi si ha — :^-- = 2a' ,-— -r— <-=-~a, 
I ay ^ ^'^3 òx' , ' 3 dxììy 

— Y-j = 2y; quindi l'equazione (14), che diventa + y -j-O.y' =iO, ammette una 

radice nulla e l'altra infinita, e però la curva tocca, nell'origine, entrambi gli assi. 
Bel resto, senza ricorrere al procedimento generale, 
se si ammette che, per x tendente a zero, y' ha un 
limite finito, basta dare all'equazione della curva la 

forma x-^-yl — | = 3a — per convincersi che il 
\x J X 

detto limite è necessariamente nullo. Dunque la cur- 
va tocca, nell'origine, l'asse delle a?, e (per ragione 
di simmetria) anche l'asse delle y. Se poi , per co- 
struirla, se ne vuole conoscere l'andamento intorno 
all' origine, basta far tendere x a zero in modo che 
t/\x tenda a zero, e trascurare nell'equazione gli infinitesimi d'un ordine supe- 
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rìore al terzo. Allora si vede che il ramo tangente air asse delle x si comporta 

come la parabola x^=z2ay^ e per conseguenza Taltro come la parabola y*=:daa?. 

A conseguenze simili conduce lo studio della logociclica e delle curve più generali 

considerate nel § 22. 

, b) La curva ai^=z(po^ — y^)y ha un punto triplo neirorigine, come si può 
constatare col metodo esposto nel § 27, o riconoscere in modo 
più semplice e rapido scrivendo Tequazione della curva sotto la 

forma x^= ( — )• Col tendere di re a zero si ottiene 

a ce \xj 

y — y =0, e però y ha, nell'origine, i valori 0,1, — l. Per 
costruire la curva è utile assumere come variabile indipenden- 
te il rapporto i:=y:x, sostituendo così air equazione datala 
coppia di equazioni a:=:t — t^ ,y=zt* — 1\ Sulla figura sono 
segnati gli estremi degli intervalli nei quali varia t quando un punto, proveniente 
dairinflnito, percorre la curva per tornare alfinfinito, dopo esser passato tre volte 
(/ = — 1,0,1) per l'origine. 

e) Per la curva a?^ + y * = 5aa? V si arriva ad un punto quadruplo, risul- 
tante dalla riunione di due cuspidi neirorigine. Più general- 
mente l'equazione oc^"^*^ -^ y^"^*^ = (2n -]- ì)acc^y'^ rappresenta 
una curva di questo tipo, o del tipo del folium, secondo che n 
è pari dispari: ciò si deve alla diversa posizione dell'unico 
assintoto reale a? + y = (-— 1 )"a. 

d) Esempii di cuspidi ne abbiamo già parecchi nelle cur- 
ve studiate precedentemente (cardioide, sviluppante di circolo^ 
asteroide, cicloide, ecc) , ed il lettore potrà esercitarsi a verificare che intorno 
a tali punti le dette curve si comportano come una parabola semi-cubica in vi- 
cinanza della propria cuspide , e constaterà facilmente che in essi il raggio dì 
curvatura è sempre nullo. Così, per esempio, nel profilo verticale (§ 19, e) del- 
l'elicoide sviluppabile, trasportata l'origine nella cuspide, si ha lira (a:: 6*)= Y, a, 
lim(y:6') = Vs^» e però l'equazione 9a'y'=8è*a?' tende ad esser vera per 6 
I2 infinitesimo. Invece sulla curva (y — a?')* = aj^ si riscontra una 
cuspide di seconda specie. Evidentemente, perchè sia reale y, 
occorre che sia positivo x. Scrivendo y=a'(lzhl/S) si vede 
subito che la curva consta di due rami tangenti, nell'origine, 
all'asse delle a?; ma i due rami si comportano, rispetto alla tan- 
gente, come in un punto ordinario, giacché si ha lim-~^=l , 

X 

d'onde segue che la curvatura è misurata, nell'origine, dal 
numero 2. Aggiungiamo che uno dei rami si estende, in forma parabolica, al- 
l'infinito, mentre l'altro, dopo un'inflessione nel punto di ascissa ( — ) , acqui- 

(4 \« \AO/ 

-^ ) , e poi scende anch'esso parabolicamente 

all'infinito, tagliando nel punto x=ì l'asse delle ascisse. 

e) Quando il procedimento esposto nel §27 si applica all'equazione com- 
plessiva di due curve (9 = 0, 4^ = 0), si trovano, oltre i punti multipli delle due 

curve, anche i loro punti d'incontro. Infatti, posto f=<f^, h chiaro che ^ e :^ 

si annullano, come /*, tutte le volte che si annullano insieme f e <{/; ed essendo 




inoltre, in questo caso, 
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si vede che i punti comuni alle due curve appariscono come veri punti doppii. In 
particolare, se si annulla il secondo membro, come accade quando le curve si toc- 
cano, si annulla anche il primo, e però i punti di contatto delle due curve ci si 
presentano come cuspidi, quantunque le curve si estendano dalF uno air altro lato 
della normale. 

30. Le singolarità finora studiate sono le sole che si osservino sulle 
curve algebriche, considerate nella loro generazione per punti. Quando poi 
si fa uso di coordinate tangenziali, ed invece dei punti si considerano le tan- 
genti alla curva, si può ripetere, con perfetta dualità, tutta la discussione 
precedente, ed invece dei punti doppii , tripli, ecc. , sMncontrano le tangenti 
doppie, triple, ecc.; ma non si ottengono altre singolarità essenzialmente 
nuove. Si trovano infatti le tangenti regredienti e le tangenti inftessionali; 
ma le prime non sono che le tangenti nei punti d* inflessione, e le altre sono 
invece le tangenti nei punti di regresso. Per questa ragione il numero v delle 
cuspidi e quello pi dei flessi si corrispondono per dualità, nello stesso modo 
che al numero v' dei punti doppii corrisponde il numero }i' delle tangenti 
doppie, ed sAV ordine n la classe m. Un altro numero importantissimo, che 
corrisponde a sé stesso, si chiama il genere della curva, e si rappresenta 
abitualmente con p. Si dimostra che questo numero sarebbe uguale, per 
una curva priva di singolarità, ad V,(» — l)(n — 2); ed è anche noto che, 
se non si tien conto delle singolarità, la classe m risulta uguale ad n(n — 1). 
Finalmente si è visto nel § 24 che jx è generalmente uguale a 3»(n — 2). 
Orbene si dimostra *) che, per effetto della presenza di v' punti doppii e di v 
cuspidi, i numeri precedenti si abbassano rispettivamente di v + v',3v-|-2v , 
8v4-6v. Quindi, per dualità, se da Vi(w — l)(w — 2),m(w — l),3m(m— 2) 
si sottraggono rispettivamente pi + |i.',3[ji-l-2|i',8ji + 6[Ji', si trovano i nume- 
ri P'tn^}^. Le formole alle quali in tal modo si perviene si chiamano formok 
di PlUcker. Da esse è facile dedurre che, per una curva di ordine w, di 
classe m, di genere p, i numeri delle singolarità sono 

v=2(n+p— 1) — m , V =V,(n — l)(n— 6)-|-m— 3p , 

jx=:2(m+p-l)-n , fi' = V,(m-l)(m-6) + n— 3jp , 

qualora non si abbiano altre singolarità più complicate. Particolarmente in* 
teressanti sono le curve di genere aero, le quali hanno, tutte, la proprietà 
(che le caratterizza) di essere unicursali, cioè di avere le coordinate x,y 
dei loro punti esprimibili razionalmente in funzione d'una terza variabile: 



*) Vedi Jordan « Cours d'^«a/yj<» (1*" ed., 1. 1, p. 371). 
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tali sono, per esempio, le coniche e le prime tre carye studiate nel ; 
dente paragrafo. 

31. Altre singolarità possono verificarsi solo nelle curve trascendenti: 

a) Prima di tatto ci si convince facilmente che su tali corvè si poss<>: 

vere infinite singolarità. Ciò si è già constatato d 

'! curva y=:c* + 8^^^ (infiniti flessi) , nella cid 

^\/^^\/ (infinite cuspidi), ecc.; ed ora si può aggiungerei 

' ' •^ * '* curva y' = a:sen-j?, dotata d'una cuspide nel 

^ rigine, e di due flessi fuori delfasse x , possiede ì 

tre, su questo asse, infiniti punti isolati ed infiniti punti doppii, i quali sono i 

punti d'inflessione. 

b) Infiniti punti d' inflessione presenta anche, in un intervallo fluito, la e 

va y=a;sen — , che ha un assintoto (y=l) parallelo alFasse x. Siccome si 

X 

x^y"^=z — y, r inflessione avviene sempre sull'asse x. Oltre le infinite tangei 
regredienti (che concorrono in due punti dell'asse y), la curva ammette comet 
genti singolari le bisettrici degli assi, dalle quali h toccata, infatti, in infiniti pnsj 
Questa curva è poi notevole per la seguente proprietà: da ogni punto delfasae 
compreso neir intervallo ( — 1,1), le si possono condurre infinite tangenti,! 
punti di contatto stanno sopra una retta uscente dall'origine. Analoghe proprie^ 

si riscontrano sulla curva y=a*sen* — , assintotica all'asse x, 

X 

e) Punti di fermata son quelli nei quali termina bruscamente un raoj 
di curva, come accade nell'origine per uno dei raod 

della curva yz=ze ", dotata inoltre d*un flesso pe! 
0? = Vt ) ®^ assintotica alla retta y = 1. La cur^ 

1 1 

y = (e* — l):(e*+l) consta anch*essa di due rami 

i quali si fermano sull'asse delle y nei punti y =rd:I 
e sono entrambi assintotici all' asse delle x. Anche le curve rappresentate dai! 
equazioni 




y=\ 



X' 



j/=ra?« log- 



Ioga? ' " y 

si fermano nell'origine, perchè ai valori negativi dì x non corrispondono pan 
reali. La prima sembra comportarsi, rispetto alla tangente nell'origine, come ì 
un punto d'inflessione, perchè (c/)\ V, 1) 

lim — = , ma lim-5j = oo per n>2 ; 

e la seconda come in un punto di regresso, perchè 



lim ", = 00 

a* 



ma 



lim4 = 
x^ 



per n<2 



d) Se due rami d'una curva s'incontrano in un punto M, e vi si ferman 
M è un punto saliente. In M la curva tocca due rette, come in un pan 
doppio, ma ciascun ramo esiste, come in una cuspide, da un lato solo della corr 
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spondente normale. Un punto saliente lo abbiamo già incontrato (§ 19, e) sulla 

J. 

curva y = a;:(l -{'&'^)y ed un altro esempio semplicissimo ne abbiamo (II, 2, ò), 

per a7=rO, nella curva y = a? are tg — , 

e) Quando poi un solo dei due rami si ferma nel punto comune, questo h 
un lìunto di sdoppiamento ♦), ossia la curva presenta ivi un bivio, per cosi 
dire, ad un punto che la percorre in un certo senso. Per averne esempii 

basta aggiungere ^ *, o a?loga?, o [a?], ecc, ad y, nella equazione dii 
ana curva dotata d'un punto doppio, per esempio in a?' + y * = 3aa?y. t^ 
Si viene cosi a sopprimere o ad asportare uno dei quattro rami uscenti \ 
da] punto doppio; ed è chiaro che Io stesso procedimento permette di 
sopprimere due, tre o quattro rami, e può quindi servire a costruire curve do- 
tate di punti salienti, punti di fermata o punti isolati. 

32. Nelle vicinanze d*un punto ordinario M, comune a due curve, si con- 
siderino due punti P e Q, uno sopra una curva, Taltro sull'altra. Immagi- 
niamo che P e Q tendano simultaneamente ad M, e, per 
basare le idee, supponiamo (quantunque non sia necessario) 
che la retta PQ tenda ad una posizione limite, nella quale 
siano diversi da zero i suoi angoli a e p con le due curve 
(ossia i^on le loro tangenti in M). È anzitutto facile vede- 
re che gli "archi MP ed MQ sono infinitesimi del medesimo ordine. Infatti 

,. MP ,. senMQP senfi 

lim =lim = ^ 

MQ <7^ sena ' 

senMPQ 

ed il secondo membro è, per ipotesi, finito e diverso da zero. Ora, preso MP 
MQ come infinitesimo principale, e chiamato «o l'angolo delle due curve, 
in My si ha pure 

,. PQ ,. senPMQ seno) 

hra— - = lim — — — = , 

MQ --r\ sena 

sen MPQ 

e si vede che la distanza PQ è infinitesima del primo ordine, o d'un ordine 
superiore, secondo che w è diverso da zero o uguale a zero, vale a dire se- 
condo che, in M, le due curve si tagliano o si toccano. Adunque il diven- 
tare PQ infinitesimo d'un ordine superiore al primo è un fatto che caratte- 
rizza il contatto delle curve. È dunque naturale assumere come indice del 
contatto più o meno stretto, che si può avere fra le curve considerate, l'or- 
dine d'infinitesimo di PQ. Pertanto diremo che il contatto è delV ordine n 
quando PQ è infinitesimo dell'ordine n-f-1. 

*) Su queste singolarità, segnalate venti anni fa dal fisico belga Plateau, vedi un articolo 
li Mansi on in Matkesis (1883, p. 193). 
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83. Partendo da questa definizione è facile trovare le condizioni anali- 
tiche del contatto rT''^^^ per due curve , date in coordinate cartesiane me- 
diante le equazioni T = 9(X),T = 4^(X). Supponiamo che, in M, le curve 
ammettano una tangente comune, non parallela all'asse delle y, e taglia- 
mole, nelle vicinanze di M, con una parallela al detto asse, che le incontri 
in P e Q. Qui si noti che, se la tangente fosse parallela all'asse delle y, ba- 
sterebbe scambiare fra loro gli assi, e conseguentemente le coordinate, per 
rimanere neir ipotesi fatta. Ciò premesso, se x è l'ascissa di M, ed x + h 
quella di P e Q , è chiaro che V infinitesimo h è dell'ordine di MP e di MQ, 
cioè del primo ordine , perchè il rapporto di h ad MP o ad MQ tende al 
coseno dell'angolo che la tangente in M fa con l'asse delle x^ e per ipotesi 
questo coseno non è nullo. Anche per ipotesi la retta PQ non tende a con« 
fondersi con la tangente in M , e però le condizioni del contatto tT^'^ son 
tutte racchiuse nel fatto che PQ è infinitesimo dell' ordine n-\-\; e sicco- 
me, posto x{x) = (^(x) — ^(x), si ha (111,11) 

PQ=^(a^ + h)=.x(^) + hx\x) + ... + ^x'''X^) + ^^^ 

dove e tende a zero con A, e per conseguenzai supponendo nulli i primi n-f-1 
termini del secondo membro, 

si vede che k condmoni necessarie e sufficienti perchè le due curve abbiano, 
nel punto M, un contatto dell'ordine n, sono 

f^{x) = ^(x) , 9'(^) = f(^),.. ,(p^"V) = r^(a?) , (p^^**^(^)^r^V), (15) 

cioè che le prime n derivate dell'ordinata rispetto all'ascissa siano fra loro 
uguali, nelle due curve, ma le derivate (n + 1)"*"*' siano differenti. Si noti 
che la prima delle condizioni (15) esprime semplicemente che , in M , le 
curve s' incontrano, e la seconda che esse si toccano. 

34. Osserviamo che, quando n è dispari, le condizioni trovate son quelle 
stesse che permettono di asserire (111,25) che la funzione ^(X) ha, per 

X=Xy un minimo o un massimo; e siccome la fun- 
J^ ^j>^ zione è nulla per quel valore di X , essa conserve- 
rà invariato un certo segno intorno ad M , e per 
conseguenza le due curve, in M, non si attraver- 
sano. Se, invece, n è pari, la funzione considerata 
^ non ha né minimo né massimo per X=a?, e però 
si ha 9(X)>4/(X) da un lato di M, e (p(X)<4/(X) dall'altro lato, cioè le 
due curve, pur toccandosi in M , si attraversano. Dunque il solo fatto che 
due curve nel toccarsi s' incrociano rivela un contatto superiore, ed in tutti i 
casi d'un ordine pari. Tuttavia questa conclusione è subordinata all' ipotesi 
implicitamente contenuta nelle precedenti considerazioni , cioè che le fun- 
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zioni 9 e 4^ ammettano le successive derivate uniche. Cosi, per esempio, nel 
^: §25 abbiamo incontrata una curva che attraversa la tangente neir origine, 
e : malgrado che il contatto fra le due linee sia semplice. Un caso analogo si dà 

1 

per la curva y = a:':(l-f-e*), che nell'origine tocca ed attraversa (§ 19,/*) 

la parabola y=: Y,x', quantunque il contatto sia semplice a sinistra del- 
Torigine, mentre a destra non si saprebbe dire quanto ne sia elevato Tordine. 

1: 35. Algebricamente considerate le condizioni (15) dicono ancora che Te- 

i quazione x(X) = ha in X^=x una radice (w + l)'""'^"; e siccome questa 
H è l'equazione che fornisce le ascisse dei punti d* incontro delle due curve, si 
può dire che in M sono riuniti n + 1 punti comuni alle curve stesse. Questo 
^ modo di vedere è poi geometricamente giustificato dal fatto che, se si con- 
^ duce per un punto M d'una curva Y = f{X) una curva variabile Y = 9(X), 
la cui equazione racchiuda più di n parametri arbitrari!, e se si dispone di 
questi parametri in modo che la curva passi per altri n punti M\M'\ ... , 
della prima curva, e se finalmente questi n punti si fanno simultaneamente 
tendere ad M in modo che la curva variabile tenda ad occupare una posi- 
zione limite, in questa essa ha un contatto di ordine generalmente uguale 
ad n con la curva data. Supponiamo infatti che n -f 1 parametri della 
curva variabile siano stati determinati in modo da soddisfare alle condizioni 

9(a') = /'(^) , 9{^\) = n^0 , ... , ^(x^) = r(a^^) , 

nelle quali x,x^,x^, sono le ascisse di M,M\M",... E noto (111,31) 

che si può scrivere 

9(X) = r(a?) + (X-^)/-(a^,.r,) + (X-^;)(X-a.,)/^(a7,a?,,^,) + ... 

-(X-a?)(X^a.,)...(X~.^•,.,)A^,^•,,...,.^J + (X-a;)(X-^0...(X-^J,^^ 

rappresentando con 4 un numero compreso fra la più piccola e la più grande 
delle ascisse X,a?,ar, ,...,j?„. È anche noto che, quando x^,x^.,,,,x„ ten- 
dono insieme ad x, si ha 

Iim/'(u?,a7,,a7, x^)=z—^ . 

Dunque, se si rappresenta con 4| un numero compreso fra X ed a?, 

,=A.,+(x-.,q^+(x-.).Q|)+...+<x-«r'-^'+(x-.r7r+f;? 

D'altra parte, se 4o è un altro numero compreso fra X ed :z;, 
)^/(^) + (X-a,)^+(X-a.)«^^ + ... + (X-a-r^^-KX-a-r'^^ 

Per conseguenza 

^.^ AX)-y(X) _ r-'>(^o^9<-'>(.r) 

3t=*(X-u?r* ■ (n+l)! 

24 
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cioè /'(X) — 9(X) è infinitesima d*un ordine superiore ad n, e però le due 
curve hanno, in M, un contatto di ordine non inferiore ad n. Il contatto può 
diventare d*un ordine superiore ad n quando altri punti d'incontro delle 
due curve, oltre quelli da noi considerati, vadano a confondersi con M. Na- 
turalmente in tutto ciò si suppone n intero; ma, nel definire T ordine del 
contatto, non si esclude che possa essere frazionario, come accade, per esem- 
pio, nel contatto fra una curva ed una sua tangente inflessiouale, dove Ter- 
dine è, in generale (§28), uguale ad Vs- 

36. Ora supponiamo che ad una data curva /'(X,Y) = si voglia con- 
durre, in un punto (x,y), una curva che abbia con essa un contatto n"'''^^ 
ed appartenga ad una famiglia di curve, definita dall'equazione 9(X,T)— 0, 
che racchiude più di n parametri arbitrarli. Bisognerà derivare le due 
equazioni n volte di seguito, come per calcolare le prime n derivate di Y 
rispetto ad X, ed esprimere poi che in entrambe le serie di equazioni le 
dette derivate hanno, per X = x ed Y = y, gli stessi valori. Si ottengono 
cosi n + 1 equazioni» comprendendovi quella che si ha ponendo X=z ed 
T = y nell'equazione della curva incognita. Esse servono a determinare 
n + l parametri, ed in generale avverrà che, soltanto se i parametri arbi- 
trarli saranno in numero maggiore di n, si potrà ottenere un contatto n"***^^. 
Quando si dispone di tutti i parametri, in modo da raggiungere il contatto 
massimo^ si dice che le due curve sono osculatrici. Ciò non toglie che, 
per*una particolarità inerente alla prima curva, si possa oltrepassare l'or- 
dine massimo, ed allora si dice che le curve sono surosculatrici. Per sapere 
in quali punti avviene la surosculazione , basta derivare una volta di più, 
ed eliminare i parametri fra tutte le equazioni ottenute. 

37. Esempii: aj Quando ad una curva si vuol condurre, in un punto (a?,y), 
una retta tangente, se si osserva che l'equazione della retta Y = mX4-^ con- 
tiene due parametri arbitrarli, si prevede che non si può ottenere, in generale, se 
non un contatto semplice. Intanto si trovano, derivando, le condizioni y=smx-[-h ^ 
y':=m^ nelle quali bisogna pensare che oo^y ^y si riferiscano alla curva data. 
Dalle ultime equazioni si ricavano i valori dei parametri: m=:y\h=:y — xy' : 
l'equazione della retta tangente è dunque Y = Xy''\-(y — a^y), cioè Y — y = 
(X — cc!)y. Per un contatto superiore bisogna che sia ^"=0, e ciò dipende dalla 
curva data; e precisamente si vede che solo nei fessi una curva ha, con le pro- 
prie tangenti, un contatto di ordine superiore al primo. Questo contatto h general- 
mente del secondo ordine, e la tangente attraversa la curva; ma, perchè ciò av- 
venga, occorre inoltre e basta che la prima delle successive derivate y"',y*^,... , 
che non è nulla, sia di ordine dispari. Con linguaggio geometrico si può dire che 
in un punto d'inflessione M sono confusi almeno tre punti comuni alla curva ed 
alla sua tangente, e che in ogni caso il numero dei punti accumulati in M è dis- 
pari pari secondo che la retta h attraversata o no dalla curva. 

ò) Un circolo di centro (4,iq) e di raggio p è rappresentato dall'equazione 
(X — 4)' + (Y — iq)' — p*. Derivando e ponendo X = fl?,Y = y, ecc., si ottiene 

(a?-4)' + (j/-t))» = p« , ^_è+(y -iQ)y'=o , i-[-/+(y~'n).y"=o, (io 
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d'onde si trae, saccessi vamente, 

y-t»_ ^ , a-4-y--.r- , P-± -.,- . 

Si ritrova così il circolo già chiamato osculatore, e si vede che il suo contatto con 
Ja curva 6 generalmente del secondo ordine , d^onde segue {cfr, § 13) che il cir^ 
colo osculatore attraversa la curva nel punto stesso in cui la tocca. Si può an- 
che dire, riferendosi a quanto si h visto nel §35, che il circolo osculatore passa 
per tre punti della curva, infinitamente vicini, ed è bene rammentarsi che proprio 
così questo circolo ci si h presentato per la prima volta (III, 32, e), 

e) Se poi si vuole che un circolo abbia con una curva data un contatto di 
ordine superiore al secondo, bisogna che sia soddisfatta anche Teguaglianza che si 
ottiene derivando Tultima delle (16), cioè 

3yy'+(y— «i)y"'=o , o 3yy'=(i+/)y"' : 

ciò dipende dalla natura della curva data, nel punto particolare che si considera. 
Ora si noti che la derivata di p, rispetto ad a?, è precisamente 

y" 

Dunque (c/>*.§13), immaginando che M percorrala curva, avviene che il cir- 
colo osculatore, quando diventa minimo o massimo, acquista con la curva un 
contatto di ordine superiore al secondo. Ciò non toglie che la surosculazione 
possa aver luogo anche quando il circolo non diventa minimo o massimo. 

38. Sia data una famiglia di curve mediante Tequazione /'(X,Y,a)=0, 
che per ciascun valore del parametro a individua una curva. Supponiamo 
che f sia continua anche rispetto ad a, ed ammetta le de- 
rivate prime continue. Sia M un punto d* incontro delle 
curve (a) ed {a-{-h), ossia delle curve corrispondenti ai 
valori a ed a + A del parametro. Quando, fissato a, si fa 
tendere h a zero, la curva (a + A) tende a coincidere con 
(a), e può darsi che il punto M, scorrendo su (a), tenda ad occupare una 
posizione limite A. Il luogo dei punti A chiamasi inviluppo delle curve (a). 
Ciò premesso, si noti che le equazioni delle curve (a) ed (a+A) sono sod- 
disfatte dalle coordinate X , Y del punto M , dimodoché si ha 

AX,Y,a) = , /'(X,Y,a + A)==0 , (17) 

e conseguentemente, sottraendo la prima eguaglianza dalla seconda, anche 
/"(X,Y,a + 0A) = O, con compreso fra ed 1. Se M tende ad A, ciò 

▼uol dire che, per h infinitesimo, X ed Y tendono a limiti determinati x 
ed y, coordinate di A, dimodoché l'ultima equazione divjentar(a;,y,a)=0, 
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mentre le (17) si riducono entrambe ad /'(a;,y,a)=:0. L'eliminazione di a 
fra le equazioni 

ax.y,a) = . nx,y,a):=zO (18) 

fornisce Vequazione delV inviluppo. Analogamente si procede quando Tequa- 
zione della famiglia contiene n parametri, legati da n— 1 relazioni: 

A^,y,a,6,c,...) = , 9(^,5, e, ...) = , 4;(a,6,c, ...) = , ... 

Differenziando si ottengono le uguaglianze 




per la coesistenza delle quali è necessario che si abbia 

a(a,d.c,...) 

Basta poi eliminare, fra questa e le n uguaglianze date, gli n parametri, 
per trovare l'equazione dell' inviluppo. 

39. Ora vogliamo dimostrare che V inviluppo tocca tutte le curve della 
famiglia. L'equazione dell'inviluppo è, se si vuole, la prima equazione (18)i 
nella quale si pensa a come funzione di a? e di y, definita dalla seconda 

^ equazione (18). Ora la derivazione totale della prima, rispet- 

^fl^') to ad X, conduce ali equazione T- + :r-y4-;r--;- = 0, che 
y7^^. ^ óx oy ' oadx 

^^j^^^ generalmente si riduce, in virtù della seconda equazione (18), 
a ^ + <-y = 0» ossia a quella stessa equazione che forni- 
sce il valore di y per la curva (a). 

40. Sviluppata e sviluppanti. Si chiama sviluppata d'una curva 
l'inviluppo delle sue normali. Ogni curva, poi, si dice sviluppante della pro- 
pria sviluppata. Per quanto si è visto nel § 14 si può subito affermare che 
la sviluppata d'una curva piana è il luogo dei suoi centri di curvatura. Ora 
questo teorema si può anche dimostrare applicando all'equazione della nor- 
male X — x + (Y — y)y'=Q il procedimento esposto nel §88. Si ottiene in- 
fatti — (1 +y' ) + (Y — y)y"=0 , e però le coordinate del punto di contatto 
della normale col suo inviluppo sono 

D*altra parte si è visto nel §37 che, se 4 ed iq sono le coordinate del cen- 
tro di curvatura, sì ha 

> ,1+/ 1+/ 

y V 

Dunque X = è,Y=iQ. 
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41. Scritte le coordinate del centro di curvatura sotto la forma 

4 = d; — psen9 , iQ=:y-|-pcos9 , 
86 ne deduce 

d^^=:dj7 — pcos<pd(p — sen^c^p , dx\'=dy — p%eì\<^d^-\-co^f^dp \ 

quindi, ricordando che dx^=QO%<^ds ,dy^=:%Giì^ds^ e ponendo da per pcf^, 
si trova d5= — sen 9 tip, diQ=:cos 9 (?p. Queste formolo mo- 
strano che Telemento CC di sviluppata si può considerare 
come 86 fosse collocato sulla normale alla sviluppante, e 
come se avesse la lunghezza d<j=dp. Ne segue, ancora una 
volta, che le tangenti alla sviluppata sono normali alla svi- 
luppante. Inoltre Teguaglianza (2(a— p)=0 mostra che (7 — p è costante, 
e però, se si considera un arco di sviluppata G|C2 = <7, — (7^, negli estremi 
del quale ì raggi di curvatura della sviluppante considerata abbiano i va- 
lori Pi e p,, si ha (Jj — p, = (7, — p,, cioè (7,— aj = p, — P|. In al- 
tri termini arco C,C,= M,C,— M^C|. Questa proprietà mostra che, 
se si immagina avvolto un filo sopra una curva piana , e che poi, 
tenendo fisso un capo del filo, questo si svolga, restando teso, nel 
piano della curva, ciascuno dei suoi punti descrive una svilup- 
pante della curva data. Una curva ha dunque infinite sviluppanti, 
le quali costituiscono un sistema di curve parallele ed equidistan- 
ti. Si possono anche considerare le sviluppanti d'una curva come rullette, gè* 
rate dai punti d'una retta che rotola, senza strisciare, sulla curva stessa» 
Finalmente, per conoscere la curvatura della sviluppata d*una data linea, 
basta scrivere che nelle due curve Tangolo di contingenza ha lo stesso va- 
lore, d*onde si deduca subito che il raggio di curvatura della sviluppata è 

uguale a p-^'y e perciò accade, in generale, che, nei punti di minima mas- 
sima curvatura della sviluppante, la sviluppata presenta altrettante cuspi- 
di. Invece le cuspidi della sviluppante (almeno quelle di prima specie) ca- 
dono sulla sviluppata, perchè, annullandosi p, il punto M della sviluppante 
coincide col punto C della sviluppata; ed inoltre, se questa ha in M il rag- 
gio a, dall'eguaglianza limp^ = a si deduce, ponendo in M l'origine de- 
gli archi della sviluppante, ed invocando il teorema di l'Hospital» 

vale a dire che, intorno ad M, la sviluppante si comporta come se la sua 
equazione intrinseca fosse p* = 2as, ossia (efr. § 15, ó) come si comporta la 
sviluppante d'un circolo di raggio a intorno alla propria cuspide. 

42. Pedali ed antipedali. Abbiamo già detto nel § 11 che si chia« 
ma pedale d'una curva (M), rispetto ad un polo Q, il luogo delle proje- 
zioni di Q sulle tangenti di (M). Se (M^) è la pedale di (M>, si dice che 
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(M) è V antipedale di (M,) rispetto a Q. È ovvio che T antipedale d'una 
curva rispetto ad un punto Q si può considerare come Tinviluppo delle per- 
pendicolari elevate alle rette uscenti da Q, nei loro punti d'incontra con la 
curva data. Questa osservazione indica la via da seguire per trovare Tequa- 
zione deir antipedale d'una curva. Sia iCcosO + ysen6 = r 
l'equazione di MM^. Derivandola rispetto a si ottiene Te- 
quazione — a;sen6 -f ycosO = r' , che rappresenta la per- 
pendicolare condotta per l'estremità N della normale pola- 
re su MM| . Dunque il punto M, deU antipedale di (M) è la 
proiezione di N su MM^. Dalle due equazioni si deduce 
a: = rcos6 — r'senO ,y=i:rsen6 + r'cos6. Se si elimina 6, tenendo conto del- 
l'equazione polare. di (M), si ottiene l'equazione cartesiana di (MJ. Inver- 
samente, data la curva (MJ, si conosce, per la definizione stessa, il punto M 
che corrisponde ad Mf sulla pedale di (MJ, e le considerazioni precedenti 
permettono di ritrovare (c/r. § 11, e) per altra via la costruzione della tan- 
gente in M ad (M): questa è infatti perpendicolare alla normale MN", che 
si costruisce congiungendo M al punto di mezzo di QM|. 

43. Se poi si vuol conoscere il raggio di curvatura di (M|), nel punto 

M^, si noti che 

dx , , ,,v ^ dy , , „ 

_=:__(r + r )sene , ^=(r + r ;cosO. 

Siccome dO è, per (M^), l'angolo di contingenza, il raggio di curvatura è 
p, = r + ^"i basta cioè prolungare M,N di NC| = r" per ottenere il centro 
di curvatura di (M,). A questo risultato si suole dare un'altra forma intro- 
ducendo la lunghezza r, = QM, ed il raggio di curvatura di (M). Questo è 

r» -I- 2r'*— rr" 2>* — rp^ 
va 2 1 

Si ha dunque la formola -^^ = - i che permette (c/r. §15,j) di co- 

struire C| quando è nota la posizione di C. 

44. Gausticlie. Immaginiamo che da un punto Q emanino raggi lu- 
minosi, i quali vengano poi rj'flessi da uno specchio (M). I successivi punti 

d'incontro dei raggi infinitamente vicini costituiscono 
una linea luminosa, che i fisici chiamano caustica per 
riflessione. Adunque la caustica della curva (M) rispet- 
to al polo Q è r inviluppo dei raggi che, provenienti dal 
punto luminoso Q , si riflettono sulla curva (M) seguen- 
do la nota legge dell'eguaglianza fra gli angoli d'inci- 
denza e di riflessione. Il raggio riflesso in M passa nel punto [i.|, simmetrico 
di Q rispetto alla tangente in M. Se si considera la curva (pi), luogo dei 
simmetrici di Q rispetto ai punti M, è quasi evidente che la curva (p,,) è 
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la pedale di (fi) rispetto a Q , e però la normale a (fii) « in fx, , passa nel punto 
medio di Qpi, cioè per M. Per conseguenza i raggi riflessi sono tutti nor* 
mali alla curva (pi,), e però il loro inviluppo è la sviluppata di (pii). Dunque 
la caustica d'una curva è la sviluppata della pedale d'una curva simile, ri- 
spetto al punto litminoso. Ne segue subito che i punti della caustica si co- 
struiscono icfr.% 15, j) come i centri di curvatura della pedale di (pi) ri- 
spetto a Q; ed è facile riconoscere che la costruzione si può eseguire sosti- 
tueudo alla curva (pi) la stessa (M). Nel caso poi che i raggi luminosi ven- 
gano dair infinito, la costruzione si riduce ad una forma assai semplice, giac- 
ché si trova che le normali alla caustica, prodotta da un fascio di raggi pa- 
ralleli, dividono per metà i raggi di curvatura dello specchio nei rispettivi 
punti d'incidenza. Finalmente, nel caso generale d*un punto Q a distanza fi- 
nita, si vede subito, invocando il teorema sulla lunghezza della sviluppata, 
dimostrato nel § 41, che ogni arco di caustica, con un estremo in un punto 
convenientemente scelto , è lungo quanto il cammino totale percorso dalla 
luce, per giungere nell'altro estremo', d*onde segue, in particolare, che se si 
vuole che i raggi uscenti da Q tornino a convergere in un punto P, bisogna 
farli riflettere sopra un'ellisse, che abbia i fuochi in P e Q. 

45. Esercizii: a) L'equazione ^ = (rr — a)' rappresenta una infinità di para- 
bole cubiche uguali, inviluppate dairasse delle x. Questa retta tocca tutte le pa- 
rabole nei loro punii d* inflessione , e perciò non divide il piano in due regioni, 
delle quali una sola contenga le curve inviluppate, e l'altra no, come accade in 
generale. Similmente l'inviluppo delle parabole i/ = a\x — «)* è costituito dal- 
l'asse delle X e dalla curva \6y = x*\ ma questa, pur toccando in un punto 
(x=z2a) ciascuna curva, l'attraversa in altri due {x= — 2a±2a^/2), e cosi la 
regione occupata dalle parabole si trova limitata dal solo asse delle x, 

b) Si cerchi T inviluppo d'una retta, mobile nel piano in guisa che due suoi 
punti restino sui lati d'un angolo retto. Se ^ è la distanza di questi punti, l'equa- 

X y 

zione della retta è — --4 r = ^, e 6 si può considerare come quel parametro 

cos6 sen0 ^ ir . 

arbitrario, a ciascun valore del quale corrisponde una posizione della retta. Deri- 
vando rispetto ad esso la precedente equazione si ottiene 

X y a;:cos6 y:sen6 , 

— ^ = — ^A ' ovvero — ~ ^ = ^ » 

cos^D sen'6 cos'O sen'o 

i » 8 
e conseguentemente a?= ^cos'6 ,y = /sen'6; poi x^ -\-y^=^l^. Dunque (§ 15, ^) 

la retta inviluppa un'asteroide. 

e) L'asteroide è anche l' inviluppo delle ellissi descritte da tutti gli altri 

punti della retta. Infatti, spezzato il segmento / 

in a-\'h, l'equazione dell'ellisse descritta dal 

x^ y' 
punto di divisione e -^ -[" ~7^~1 • ^^^^^^^"zian- 

dola rispetto ai parametri a e ò, ed osservando 

che da-^- db:=Q y si trova —^•=i'~-, ovvero 

^ ' — —-j\ quindi, successivamente, aj'^a':/, j/* = ò^:/,a?^-fy^=/*. 
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Se invece le lunghezze degli assi sono vincolate dalla relazione a'-f>6*r=:/', si tro- 
va, in modo analogo, che Tin viluppo è costituito dalle quattro rette zt:^dby=/, 
vale a dire ohe le infinite ellissi, che hanno in comune gli assi ed il circolo di 
Monge, sono inscritte in un medesimo quadrato. 

dj Fra le sviluppanti della catenaria è particolarmente notevole quella. che 
prende origine nel vertice della curva, e che si chiama trattrice. Le proprietà 
(§15,/) della catenaria conducono immediatamente a sco- 
prire le seguenti proprietà della trattrice: é costante ti seg- 
mento staccato dalVassintoto sulle tangenti, a partire dai 
rispettivi punti di contatto ; ed il centro di curvatura 
sta sulla perpendicolare elevata all' assintoto dal piede 
della tangente. 

e) Che le circonferenze siano le sole linee a curva- 
tura costante si può dedurre dai fatto che, se p è costante 
do 

il raggio di curvatura della sviluppata, cioè p-p, è sempre nullo, vale a dire che 

ds 

la sviluppata si riduce ad un punto 0; e però la curva data, i cui punti si trovano, 
nlla distanza costante p da 0, è una circonferenza. In modo analogo si giustifica 

il nome di sviluppante di circolo, dato precedentemente (§15,o) ad una curva, 

do 
dalla cui equazione intrinseca o*=i2as si ricava infatti p-^ = a^ vale a dire che 

as 

la curva ammette come sviluppata una circonferenza di raggio a. 

f) É facile constatare, anche per via geometrica, che la cicloide e uguale 
alla propria sviluppata, che la sviluppata della cardioide è una cardioide tre volte 
più piccola, che la sviluppata deirasteroide h uu*asteroide due volte più grande, 
ecc.\ ma più generalmente si può dimostrare che, esclusa la sviluppante di circo- 
lo, ogni epicicloide o ipocicloide è simile alla propria sviluppata : il rapporto di 
similitudine è \-\-2m (se m è il rapporto della circonferenza mobile alla circon- 
ferenza fissa), ed ha per conseguenza i valori 1,3,-—, ecc.^ per la cicloide 

(m = 0)/ per la cardioide (m=l), per l'asteroide |w = — -—), ecc, 

g) Riferiamoci alle cose dette nel §43, ed osserviamo che, se la curva 
(M) è una lumaca, dalla sua equazione r = acos6-|-^ si deduce r-f->'"= *, 
e basta questa uguaglianza per confermare che Tantipedale h una circonferenza di 
raggio b. Similmente, se la curva (M) h una spirale di Archimede, si ha r = a, 
r"=0, e però il punto N, centro di curvatura di (MJ in virtù della seconda 
uguaglianza, resta, in virtù della prima, sopra una circonferenza. In altri termini 
(M|) è una sviluppante di circolo. Dunque la spirale di Archimede è la pe- 
dale d^una sviluppante di circolo. Per questa proprietà, quasi evidente, si è con- 
dotti (cfr, § 15, j) ad una facile costruzione del centro di curvatura della spirale 
di Archimede in un dato punto M: se la projezione del polo sulla normale 
si projetta, in L, sulla parallela condotta per N alla normale stessa, il centro di 
curvatura appartiene ad OL. 

h) Quarè V antipedale d'una retta rispetto ad un punto Q? Presa la retta 
come asse delle ^, e la perpendicolare condotta per Q come asse delle ^, Te- 
quazione di MM^ è my=m'^-{-ViP« rappresentando con m il coefficiente ango- 
lare (variabile), e con ^/^p la lunghezza (costante) del segmento OQ. Derivando 
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rispetto ad m si ottiene i/=2mx; poi, eliminando m, si trova i/^ = 2px. Dan- 
qae Tantipedale d'una retta rispetto ad un punto è la parabola che ha questo punto 

per fuoco, ed h toccata dalla retta nel vertice. Del resto , ^, 

ciò risulta immediatamente dalla costruzione indicata nel 

§42, la quale mostra che QM^N^NM^L, cioè che la 
normale è bisettrice dell* angolo QM^L ; e da quanto al- 
trove (§ 10, d) si h visto risulta che questa proprietà ca- 
ratterizza appunto la parabola. Ancora si noti che la for- • • ,\ 
mola ottenuta in fine del §43 diventa, nel caso attuale, "'^ 
rp^ =2r*, e siccome nel triangolo rettangolo RQM^ si ha r,*=:r.RM^, si vede 
che R divide per metà il raggio di curvatura: si ricade così sopra una nota (§15, A) 
costruzione. 

i) Se i raggi provenienti da un punto luminoso Q vengono riflessi da uno 
specchio circolare , la corrispondente curva (ji) è un* altra circonferenza, e però 
(§11, e) la curva (ji.|) è una lumaca. In particolare, se il punto Q appartiene 
alla circonferenza data, esso appartiene anche alla circonferenza (ji), e la lumaca 
è una cardioide, la cui sviluppata è un*altra cardioide, tre volte più piccola ed in- 
versamente situata. Dunque la caustica d*uno specchio circolare, per un fascio 
di raggi provenienti da un punto dello specchio stesso, è una cardioide ^ che 
tocca la circonferenza nel punto luminoso Q , ed ha la cuspide ai due terzi del 
diametro che parte da Q. Se invece i raggi provengono dall* infinito, si è visto che 
la normale alla caustica in un punto P, corrispondente ad un dato punto d* inci- 
denza M, passa nel punto N, medio dei raggio OM, e però, costruite la circon- 
ferenza dì centro 0, che passa per N, e quella che ha per diametro MN, si vede 
che la curva (P) si può considerare come generata dal punto P della seconda 
circonferenza nel rotolamento puro di questa sulla prima circonferenza. Dunque 
la caustica d'uno specchio circolare, per un fascio di raggi paralleli, è un'epi- 
cicloide a due cuspidi. 



VII. APPLICAZIONI ALLE CURVE STORTE. 



1. Tangente e piano normale. La tangente in un punto M d*una 
curva qualunque, piana storta, è sempre la retta a cui tende la secante 
MM' quando, fissato M, si fa tendere M' ad M lungo la curva. Noi voglia- 
mo limitarci a studiare le linee per le quali si ha, come per le curve piane 
considerate nel precedente capitolo, 

arcoMM' 

corda MM' 
Ora , poiché i coseni direttori della secante MM' sono uguali agli eccessi 

25 
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Sx^Sy.^js delle coordinate di M' su quelle di M, divisi per la lunghezza 

della corda MM', si trova, passando al limite, dopo aver sostituito l'arco d$ 

alla corda MM', che i coseni direttori della tangente alla curva, nel punto 

(x.y»z), sono 

dx _ dy dz 

Quadrate e sommate, queste formolo conducono all'altra 

ds'^dj^-\-dy^-{-dz' . (2) 

Cosi, date le coordinate x^y^z in funzione d*un parametro qualunque t, se 
si calcola prima ds mercè la formola (2), le (1) faranno poi conoscere i 
coseni direttori della tangente. Le equazioni della tangente sono dunque 

X — .y' _ Y— y _ Z — i? 
dx dy dz ^ 

e si possono scrivere immediatamente considerandole come le equazioni 
della retta che congiunge il punto (x , y , z) al punto (x + dx , y + dy , z + dz). 
Giova conoscere un'altra forma delle medesime equazioni, utile nel caso 
che la curva sia rappresentata da una coppia di equazioni 9(^,2^,ir) = 0, 
4^(i»»y»^) = 0. Allora, dovendo X — a; , Y— y ,Z— j? essere proporzionali ai 
differenziali dx^dy^djs^ vincolati dalle relazioni 

si deve avere 

Adunque son queste le equazioni della tangente. Si chiama poi piano nor- 
male il luogo delle normali alla curva, in M, ossia delle perpendicolari con- 
dotte per M alla tangente. L'equazione d*un tal piano è 

{X--x)dx + {Y'-y)dy + {Z^z)dz = , 
pure, se la curva è data mediante le equazioni 9=0 , 4^ = , 
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2. Binorxnale e piano osculatore; normale principale e 
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piano rettiilcante. Quando M' tende, lungo la curva, a fissarsi in M, 
il piano condotto per la tangente in M parallelamente alla tangente in M' 
può tendere ad una posizione limite, ed in questa esso prende 
il nome di piano osculatore. Una delle infinite normali è si- 
tuata nel piano osculatore, un'altra è perpendicolare a questo 
piano: la prima dicesi normale principale y l'altra si chiama 
hinormaìe, perchè è perpendicolare a due tangenti infinita- 
mente vicine, vale a dire che può essere considerata come limite della retta 
condotta per M perpendicolarmente alle tangenti in M ed M'. Il piano de- 
terminato dalla tangente e dalla binòrmale si chiama piano rettificante. Le 
tre rette (tangente, binòrmale, normale principale) ed i tre piani (normale, 
osculatore, rettificante), definiti precedentemente, sono gli 
spigoli e le facce d'un triedro trirettangolo, che si chiama il 
triedro fondamentale. In seguito si vedrà che, per conoscere 
la posizione relativa dei triedri fondamentali in M ed M', 
basta la conoscenza di due infinitesimi e ed t), caratteriz- 
zati dalla doppia proprietà di essere dei differenziali, e di 
rappresentare, a prescindere da infinitesimi superiori, l' angolo delle tan- 
genti in M ed M', e l'angolo delle binormali nei medesimi punti. Il primo 
si chiama angolo di contingenza , il secondo angolo di torsione. 

3. Qui è necessaria una breve digressione. Per una retta qualunque, i 
cui coseni direttori à,B,C sono funzioni continue d'una sola variabile in- 
dipendente t, si può sempre trovare un differenziale, sostituibile (VI, 1) 
all'angolo della direzione (A,B,C) con (A + 5A ,B + 5B,C + 50), ossia 
delle direzioni della retta, corrispondenti ai valori ^ e t-{-dt della variabile 
indipendente. Conduciamo infatti, nella sfera di raggio 1, che ha il centro 
nell'origine, i raggi OP ed OP' nelle predette direzioni. Al variare di t il 
punto P descrive sulla sfera una linea, ed è chiaro che all'angolo delle due 
direzioni, misurato dall'arco di circolo massimo PP\ si può prima sosti- 
tuire la corda PP', poi l'arco PF della linea descritta da P, e finalmente 
il differenziale dell'arco a di questa curva, contato a partire da un'origine 
arbitraria. Ne segue subito, in virtù di (2), dopo avere osservato che le 
coordinate di P sono appunto A,B,C, 

d<7« = dfA» + dB» + dC« . (3) 

Ad un'altra forma notevole di da si giunge osservando che, essendo SA'=1, 
2AdA = 0, si ha 



ABC 
rfA f?B dO 



2A' 2AdA 
2AdA SrfA* 



= do^ ; 



quindi 

da* = (BcfC — Cc/B)« + (CrfA — kdOy + (AdB — Bc^A)* . (4) 

4. Ora, per conoscere la direzione della normale principale, osserviamo 
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clie, se la direzione (A,B|C) ò quella della tangente, in M, alla curva (M), 
il piano OPP' è parallelo alle tangenti in M ed M\ e però tende ad esser 
parallelo al piano osculatore quando M' tende ad M (e conseguentemente 
P' a P, se a,b,c sono funzioni continue di t). Intanto PF, che tende a 
toccare, in P, la curva (P), diventando cosi perpendicolare ad OP, tende 
ad esser parallela tanto al piano osculatore quanto al piano normale, e per 
conseguenza alla normale principale. Dunque, in virtù di (l), i coseni diret- 
tori della normale principale sono 



X = 



da 



db 



de 






(5) 



5. Ciò premesso, la direzione (a,^,Y) della binormale è determinata, a 
meno del senso, dalle condizioni di ortogonalità 2aa=:0 , 2aX = 0; e queste, 
insieme airaltra ^aX-^O^ mostrano che il determinante dei nove coseni fon- 
damentali 



b 



= 1 



(6) 



è ortogonale, d'onde segue *) che il suo valore è + 1 o — 1 ; nia si può sem- 
pre fissare il verso positivo della direzione della binormale in modo che sia 
vera la (6): geometricamente ciò equivale a supporre che, quando si porta 
il triedro fondamentale a coincidere col triedro degli assi, in guisa che le di- 
rezioni positive della tangente e della normale principale coincidano rispet- 
tivamente con quelle degli assi a; e ^r, la direzione positiva della binormale 
vada a coincidere con quella dell'asse y. Ed è anche noto *) che, in queste 
condizioni, ogni elemento del determinante (6) è uguale al proprio compie- 
mento algebrico. Ne segue, tenendo conto delle (5), che i coseni direttori 
della binormale sono dati dalle formoh 

bdc — cdb cda — ade adb — bda e 



(7) 



Ed ora siamo in grado di scrivere anche l'equazione del piano osculatore 

2(6(fc — cd6)(X — a;) = 0, alla quale, in virtù delle (1), possiamo dar la 

forma 

= ; 



X- 


— oc 


cLr 


ó?x 


Y- 


-y 


dy 


d}y 


Z - 


— z 


dz 


d^z 



e cosi vediamo che il piano osculatore nel punto (x,y,z) si può considerare 
come determinato dalla tangente e dal punto 

(^^J^dco + 'Ud\x , y + rfy-fV,d«y , z-\-dz + ^l^d'z) . 



*) « Analisi algebrica » p. 54. 
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6. Le formolo (7) e (5) permettono di determinare le direzioni della bi- 
normale e della normale principale quando sono noti i coseni ayb^c, poiché 
l'angolo di contingenza si può, per le (3) e (4), calcolare mediante Tuna o 
Taltra delle seguenti formolo: 

t^ = dà* + db^-Ldc^ , t* = {bdC'^cdòy + (cda-^adcy + (adò--òda)^ . 

Il segno con cui va preso e resta arbitrario, giacché il cambiamento di que- 
sto segno nelle formolo (7) e (5) produrrebbe il cambiamento simultaneo 
dei segni di a»p,Y ^ ^^l^t^t dimodoché resterebbe intatta la (6). Se invece 
di a,bjC fossero noti i coseni <x,P,Tt si potrebbe calcolare Tangolo di tor- 
sione mediante una delle formolo 

n^ = da* + d^^ + dx^ , ti' = (PcÌY — Y^P)' + (Y^a — a<^T)' + (a«^P — N»)' ; 

poi, con formolo analoghe alle (7) e (5), si riuscirebbe a determinare le 
direzioni degli altri due spigoli del triedro fondamentale. Infatti la diffe- 
renziazione delle uguaglianze 2aa = 0,Sa' = l dà, ricordando le (5), 

quindi da:X=dp:pi = (?)fiV = ±ti, ovvero, prendendo ti con un segno con- 
veniente, 

ì ^« ^P ^T ,ox 

^=^ ' ^=^ ' ^=^' <*^^ 

poi P rff — Y<^P = (Pv — YI^) t] = ati , ecc. , ossia 

« b ci 

r= = = — . (9) 

prfY — Y^P ^doL — ady arfp — prfa tj ^ ' 

Anche qui si noti che il cambiamento di segno di t) o di oe,P,Y i^^^^Q for- 
inole (8) e (9) lascerebbe intatta la condizione (6). 

7. Formole di Frenet. Dalle relazioni 2aX=0,SaX=0,SX* = l si 
deduce, differenziando e tenendo presenti le (5) e le (8) , 

e 2Xc7X=:0. Dunque (2X,c7pi,d[v soddisfano al sistema di equazioni 

adX-\-bd\i-\'Cd)t = -^t , 

adX + P^P^+Y^v= — t) , 

che ha il determinante (6), ossia un determinante uguale air unità, in cui 
ogni elemento é uguale al proprio complemento algebrico. Ne segue subito 

dX= — ae — aiQ , f7|i = — òe — |3tj , (iv = — ce — y^ • (10) 



-198- 

Son queste le formoìe di Frenet. Esse ci dicono, insieme alle forinole (5) 
ed (8), che i differenziali dei nove coseni fondamentali sono esprimibili U- 
nearmente nei coseni stessi; i coefficienti di tali espressioni dipendono uni- 
camente da e e da % Se poi si chiama o) il differenziale sostituibile al- 
Tangolo di due normali principali, infinitamente vicine, le formolo (10), 
quadrate e sommate, danno «o* = e' -f tq*. Quest'ultima proposizione , che si 
può dimostrare mediante semplici considerazioni geometriche, è conosciuta 
col nome di teorema di Lancret. 

8. È utile osservare che per qualunque terna ortogonale di direzioni 
sussistono formolo analoghe alle precedenti. Prima, considerando due dire- 
zioni variabili qualunque, conveniamo di chiamare rotazione d^una dire- 
zione verso l'altra il differenziale co, sostituibile allo spostamento angolare 
infinitesimo della proiezione della prima sopra un piano parallelo ad en- 
trambe, e proponiamoci di calcolare co, supponendo conosciuti i coseni A, 
B,G ed A',B',G', che definiscono le due direzioni. Conduciamo per Torigine 
le parallele, nel verso positivo, alle direzioni (A , B , C) , (A', B', C) , (A + ^A . 
B4-^A ,C+5C), ed alla projezione di questa sul piano determinato dalle pri- 
me due rette. Siano F,P',F' i punti in cui la prima, la terza e la quarta 
retta incontrano la sfera di raggio 1 , col centro nell'origine. Evidentemente, 
poiché A,B,C sono le coordinate di P, ed A + 5A,B+5B, C + 5C quelle 
di P', le differenze $A,$B,$C misurano le projezioni di PF sugli assi. 
D'altra parte l'elemento PP", che differisce da o) per un infinitesimo supe- 
riore, si può considerare come la projezione di PP' sulla direzione (2,m,n) 
dell'elemento stesso, evidentemente perpendicolare ad (A,B,C). Dunque, 
conservando i soli infinitesimi differenziali, <ù=:ldA+mdB-{-ndG; e poiché, 
chiamando 9 l'angolo delle due direzioni, si ha manifestamente 

K'^^hcoBt^-^lsentf , B'=Bcos9-f'*'*8en9 , C'=Ccos9 + «sen9 , 

si vede subito, moltiplicando per dA^dBjdG, e sommando, che 

ù)sen9=A'rfA + B'c?B + C'dC . 

È questa una formola spesso utile nelle applicazioni geometriche e mecca- 
niche. Ciò premesso, se le direzioni (A', B', C) ed (A", B", C") costituiscono 
con (A , B , C) una terna ortogonale , e se (A , B , C) ruota di a>' verso la 
prima, e di co" verso la seconda, si ha 

2AdA = , 2^'c?A = co' , 2^"dA = co" , 

e se ne ricava 

dA = AV + A'V' , dB = BV + B'V , c^C^CV + C'V ; 

poi si vede che, se co è il differenziale sostituibile allo spostamento angolare 
assoluto di {A,B,C) nello spazio, in virtù di (3) si ha co* = a)' -f-w" . In 
particolare le formolo (5) ed (8) ci dicono che gli spostamenti angolari della 
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tangente e della binormale consistono in rotazioni e ed iq verso la normale 
principale, e le (10) significano invece che lo spostamento angolare cd della 
normale principale risulta da due rotazioni — e , — t), che questa retta ese* 
gue verso le prime due. 

9. Come per le curve piane, cosi anche per le curve storte il rapporto 
zids serve a misurare una prima curvatura, o flessione della curva che 
si considera; ed analogamente si assume 'qids per misurare un'altra curva- 
tura, torsione, che non ci si è presentata nelle curve piane, perchè in 
esse è costantemente nulla. Mentre poi al rapporto p = ds:t si continua a 
dare il nome di raggio di curvatura (o raggio di flessione) , si conviene di 
chiamare raggio di torsione la lunghezza r. = ds:% L'introduzione delle 
lunghezze determinate p ed ic. al posto degli infinitesimi e ed t) in tutte le 
formolo precedenti giova a metter queste sotto una forma più precisa. Cosi 
le (5), (8) e (10) diventano 

da X da X dX a a ^ 

ds p ^ ds ^ ' ds p ^1 

dò ^ \s. d^ ^ [ì. dis. ^ b p 

ds p ^ ds "t ds p * 

de V dy V ^^ __ ^ T 

ds p ^ ds ^ ^ ds p * 

Alla prima terna si può, ricordando le (1), dar la forma 

. d dx d dy d dz ,,^, 

o, se si vuole, 

^ = H5?-c/7 5?j ' ^^Adì^-^ds-di^ ' ''=Adr^-dsd^) • ^^^^ 
Similmente, in virtù delle (1), le (7) si possono scrivere nel seguente modo: 

'~^\dsds^ dsd?) ' ^~^U^'d?^d^d?) ' ^'^^\d^d?''d^d?)'^^ 

10. Calcolo della flessione. Le formolo (1), (12), (14) fanno co- 
noscere i valori dei nove coseni fondamentali in funzione delle derivate pri- 
me e seconde delle coordinate, purché prima si conosca il valore di p. Ora 
questo valore risulta dalle formolo stesse, giacché le (12), quadrate e som- 
mate, danno 

1 _/d dx\* fd dy\^ fd dz\* 

p* ^\di d^J + Vrf7 rf^y + [d's ds] ' ^^^^ 

o, se si vuole, adoperando invece le (13), 



(11) 



p' ■" W ì "^ W ) "^ Wì \^5- / ' 



— 200- 

vale a dire che per le curve storte, come (V, 11,^) per le curve piane, il 
quadrato della curvatura è uguale alla somma dei quadrati delle derivate 
seconde deUe coordinate rispetto all'arco. Se poi si elevano al quadrato le 
(14) , e si sommano, si ottiene l'altra formola 



±{da;^ + dy^ + dz^)T 



(16) 



y(di/d^z — dzd^'^y + {dzd^x — dxd^zf + {dxd'y''-^dyd}x) 

che include (per e costante) quella che più comunemente (V, 11, d) si ado- 
pera per le curve piane. Dalla formola (15) si deduce subito che le sole linee 
a flessione nulla sono le rette. Infatti non si può costantemente avere l:p=:0 
senza che siano ad un tempo nulle le derivate seconde delle coordinate, e 
per conseguenza le derivate prime uguali a costanti a,&,(;, d*onde segue, 
chiamando x^^yQ^e^ le coordinate del punto scelto come origine degli archi, 
x^=as-{-XQ,y = bs + y^^a = cS'\'0Qi e finalmente, eliminando 5, 

x^x^ — . y — yp _ jfj:" *o 

equazioni della retta condotta dal punto (^o'^o^^o) nella direzione (a, 6, e). 

11. Calcolo della torsione. Dalla seconda terna (II), moltipli- 
cando per X,|i,v, e sommando, si ricava 

1 da . d^ dy 
T^^di+^d^ + 'd-s' 

D*altra parte la derivazione delle (14) conduce alle formole 

da 



da /dz d^y dy d^z\ a dp 

'ds''^\d^d^^did?)'^'~pds ' 

e per conseguenza, se si tien conto anche delle (13), 
l _ ^yd^x/dzd^y dy d^z\ 



ecc. 



ossia 



1 


dx 


d*x 


d*x 


rp*- 


ds 


ds* 


d? 




ds 


ds* 






dz 


d*z 


d»z 




Th 


ds* 


ds^ 



(17 j 



Questa importante formola fa conoscere la torsione quando è nota la fles- 
sione. Del resto, se si sostituisce a p la sua espressione (16), si può anche 
scrivere 

1 _ {dy d'z — dz d'y) ó?x + {dz d'x — dx d'z) d^y + {dx d}y — dy drx) d^z ^ 
~Z "^ {dyd}z — dz d^yf + {dz d'\r — dx dT-zf + {dx dhj --dy d^xf 
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Questa è la torsione. In forma più elegante : 





dx 


dy 


dz 




d}x 


d^y 


d*z 


1 


éPx 


d»y 


d*z 


X, 


dx 


dy 


dz » 




ó?x 


d*i/ 


d*z 






Evidentemente nelle linee piane la torsione è nulla, purché si escluda la 
retta, la cui torsione è dappertutto indeterminata, visto che si può in ciascun 
punto considerare come osculatore ogni piano che passa per la retta. Ora ò 
utile osservare che le sole linee a torsione nulla sono le curve piane. Infatti, 
quando la torsione è costantemente nulla, è tale anche il secondo membro di 
(17), d'onde segue (IV, 9) che si ha Zadx = Q per tre convenienti valori 
delle costanti a,p,r; quindi Zax = costante. Alla medesima conclusione, 
come all'altra ottenuta in fine del precedente paragrafo, si perviene anche 
mercè la considerazione diretta delle prime due terne (II). 

12. Note le curvature , è determinato il triedro fondamentale in M' ri- 
spetto al triedro che ha l'origine in M. Si calcoli infatti la distanza ^A9x 
del punto M' al piano condotto per M perpendicolarmente alla direzione 
(A,B,C). Per lo sviluppo di ^x secondo la formola di Taylor (V, 17) si 
può sempre assumere s come variabile indipendente, nella quale ipotesi 
dalle (11) si ha 

dw d^x X d\i' 

"rf^""^ ' d?'"p ' 1? 

quindi 

. . ^ ds\ fd ì fa ^ a\ì\ds\ 

^p 2 ^ \ ds p \p^x./p/6^ 
e finalmente 

....=e«.+ff+(4i-(f+?)i)-+...,as) 

dove Cl,cS,6 sono i coseni che definiscono la direzione (A,B,C) rispetto 
al triedro fondamentale, ossia 

a = 2Aa , S5 = 2Aa , e=2AX . 

Soltanto per €1=0 il secondo membro di (18) è infinitesimo del secondo 
ordine, e diventa d'un ordine superiore al secondo se si ha inoltre 6 = 0. 
Dunque la distanza di M' ai piani che passano per la tangente in M è ge- 
neralmente infinitesima del secondo ordine rispetto all'arco MM'; ma, fra 
tutti questi piani, un solo ha da M' una distanza infinitesima del terzo or- 
dine almeno, ed è il piano osculatore. Bene a ragione, dunque, questo piano 
si è chiamato osculatore^ poiché, fra tutti i piani dello spazio, è quello che 
più si accosta alla curva intorno ad M. 

26 
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13. La forinola (18) ci dà subito le coordinate u,t;,u; di M' rispetto al 
triedro fondamentale : basta far coincidere (A , B , C) successivamente con 
le direzioni della tangente (£l rz: 1 , c8 = (2 = 0), della binormale (c5 = 1 , 
(2 = €1=0), della normale principale ((2 = 1 ,€l = c8 = 0), per ottenere 

, d5» ds^ ds* ds'do 

u = ds^~, , . = ---- , ..= _-,__. (19) 

prescindendo dagli infinitesimi d*un ordine superiore al terzo. In queste con- 
dizioni l'arco MM' si può considerare come appartenente ad una sfera, giac- 
ché si ha pw; — -~^t; = V«^'; ed al posto di db* si può scrivere w', ed ag- 
as 

giungervi anche t;' e u;* , trascurabili rispetto a ds^. In tal modo si ottiene 

dove ^* = p* + (* j^) 1 sì trova cioè una sfera, che ha il raggio ^, ed il cui 

centro sta nel piano normale, alle distanze — ^ ;t- e p dal piano osculatore 

e dal piano rettificante. Questa sfera sì chiama osculatrice alla curva, in M, 
in quanto è, fra tutte le sfere dello spazio, quella che più si accosta alla 
curva intorno ad M. Quando poi si trascurano gli infinitesimi del terzo or- 
dine, l'arco MM' si può considerare come situato nel piano osculatore; e, se 
si trascurano anche quelli del secondo ordine, si può addirittura riguardare 
MM' come un segmento rettilineo. Per conseguenza, in quelle questioni per 
le quali è lecito prescindere dagli infinitesimi superiori, è anche lecito assi- 
milare la curva ad una linea poligonale MM'M"M'". . . dai lati infinitamente 
piccoli, e considerare la tangente come la retta su cui giace un elemento MM', 
il piano osculatore come il piano determinato da due elementi consecutivi 
MM' ed M'M", o dai punti M,M',M"; la sfera osculatrice come determi- 
nata dai punti M,M',M", M"'. Questo modo di vedere e di esprimersi, ap- 
parentemente scorretto, è spesso utile per rendersi con- 
to geometricamente di parecchi risultati del Calcolo. 
Ed ora è facile constatare che si passa da una posi- 
^ zione del triedro fondamentale (origine M) alla posi- 
'' zione successiva (origine M') facendo scorrere di ds 
il vertice sulla tangente, e facendo poi ruotare gli spi- 
goli intorno al vertice, in modo che acquistino, rispetto 
alle loro primitive posizioni f,6,n, i seguenti coseni direttori: 

t' : 1 e 

b' i 1 ti 

n : — e — X[ 1 

Ciò si deduce dalle formolo (5), (8) e (10), nell'ipotesi che sia o=p=:v=l, 
6 = c=Y = a = >^ = [Ji = 0, ed è reso anche più chiaro e più preciso dalle 
considerazioni del § 8. 
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14. Le formole (19) permettono di discutere l' andamento della curva 
intorno a ciascuno dei suoi punti. È chiaro, infatti, che se le curvature , in 
M, non sono nulle, un osservatore che cammini sulla curva, tenendo la testa 
sulla parte positiva della normale, e procedendo nel senso positivo della tan- 
gente, vedrà, in M, la curva elevarsi o abbassarsi secondo che p è positivo 
o negativo, e la vedrà volgere a sinistra o a destra secondo che t. ha il se- 
gno di p o il segno opposto. Siccome poi il cambiamento di ds in — ds al- 
tera il segno di v, ma non quello di WjSi vede che, se si prende intorno ad 
M un arco convenientemente piccolo, ogni piano che passa per la tangente 
lascia l'arco tutto da una parte, ad eccezione del piano osculatore, il quale 
attraversa la curva. In altri termini ogni punto della curva è un punto di 
inflessione per la projezione della curva sul corrispondente piano rettifican- 
te. Ciò accade soltanto in generale, poiché cessa di aver luogo nei punti (ana- 
loghi, nello spazio, ai punti d* inflessione delle curve piane) soddisfacenti 
alla condizione (cfr. VI, 24) 



dx d^jc d^x 
dy é^y d^y 
dz d}z d^z 



= . (20) 



In siffatti punti è nulla, in virtù di (17), almeno una delle curvature, e però 
V diventa d'un ordine superiore al terzo. Per valutare questa distanza biso- 
gna proseguire il calcolo iniziato nel § 12 , osservando innanzi tutto che 
d^x ^a d \ d \ ^ fd" \ /l . 1\ 1\ 

per dedarne, a prescindere dagli infinitesimi d'un ordine superiore al quarto, 

quindi, secondo che — = (ma d— ^O], o — = (ma cZ— ^o), è 

ds^ ^1 ^5^ 1 

12^ p 24p X 

Ne segue, in generale, che nei punti singolari M, definiti dalla (20), se- 
condo che una delle curvature si annulla per prendere o per lasciare il se- 
gno dell'altra, un arco convenientemente piccolo, preso intorno ad M, sta 
tutto a sinistra, o (rispettivamente) tutto a destra del piano osculatore. Ma 
quando le due curvature si annullano ad un tempo, anche in generale accado 
che V diventa infinitesima del quinto ordine, giacche, se si deriva la (21), si 
trova facilmente, nelle ipotesi fatte, 

-=Ì2ò2«^- = -40V^T' 
sicché il pianò osculatore attraversa la curva, come nei punti ordinarli ; ed 
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in questo caso il punto che si considera è un punto d'inflessione anche per 
le projezioni della curva sul piano rettificante e sul piano normale. Sono poi 
notevoli, frai punti definiti dalla (20), quei punti M nei quali si annulla 
la sola flessione, perchè in essi avviene proprio l'opposto di ciò che si veri- 
fica nei punti ordinari], vale a dire che la curva attraversa tutti i piani che 
passano per M, tranne il piano osculatore: ciò si deve al fatto che, mentre 
r infinitesimo v diventa, come si è visto, del quarto ordine, u) diventa del 
terzo, e però, come u^ cambia segno insieme a d^. Ne segue che si ha un'in- 
flessione per la projezione della curva, non sul piano rettificante, ma sul 
piano osculatore, e però son questi i punti che veramente corrispondono ai 
punti d'inflessione delle curve piane. Inoltre la projezione della curva sul 
piano normale in M, anche quando è nulla la sola torsione, presenta una 
cuspide, in M; ma questa è di prima specie (VI, 28) nel primo caso, e di 
seconda specie nel secondo. Più diflicile è lo studio delle singolarità dovute 
all'annullarsi di p o di ^, non reggendo più, in simili punti, i precedenti 
sviluppi di UjVjW^ giacché le formolo adoperate per ottenerli suppongono 
essenzialmente finite le curvature. 

15. Esercizii: a) Consideriamo un'elica circolare^ ossia una curva che in- 
contra sotto un angolo costante 9 le generatrici d'un cilindro circolare, di rag- 
gio r. Prendiamo come asse delle z V asse del cilindro , e per- 
pendicolarmente ad esso conduciamo, per un punto A della cur- 
va, l'asse delie rr. Sia 6, per qualunque punto M dell'elica, l'an- 
golo che la projezione di OM sul piano ccy fa con l'asse w. Sic- 
come, per definizione, e dev'essere costantemente uguale a C0S9, 
bisogna che sia ^ = 5cos(p, fissando in A l'origine degli archi. 
Le coordinate di M sono dunque a? = rcos6 ,y = rsen6, -ffzzi^cos^. Ne segue, 
differenziando, 

das = — rsenOdO , c?y = rcos6d6 , dz:=cos(fds ; 
quindi, quadrando e sommando, ds^z=r*d^*'\'COS'(fds*; poi, successivamente, 

rd^ r6 

ds = , s=z- 




sen9 sen9 

Già la relazione zt=5cos9 diniostra che, se T è il piede della tangente sul pia- 
no ory , il segmento MT è appunto uguale ad s; ed ora vediamo che, se P è la 
projezione di M sul detto piano, si ha PT=ssen9=r^ = arcoAP, e però, quan* 
do M si sposta lungo l'elica, T descrive una sviluppante di circolo. Intanto i co* 
seni direttori della tangente all'elica sono 

a = — sen9sen6 , 6 = sen9C086 , c = cos9 > 

dWde sì trae, derivando e ricordando la prima terna (li), 

X sen'9cos6 |x sen*9sen0 



poi 



v=0 



p=z — r- , X = — cos6 , |JL= — senO , v = 

sen'9 



-205- 

Danqae le normali principali dell'elica incontrano ad angolo retto Tasse del ci- 
lindro. Inoltre si noti che il raggio di flessione è costante. I coseni direttori della 
binormale sono 

a=(?pi= — cosasene , p = — cX=cos9cos6 , y=6X — api= — sen9 , 

e basta derivare a o p, o pure uno dei coseni direttori della normale principale, 

per ottenere, ricordando le altre formolo (11), il valore del raggio di torsione: 

r 
^ r= , Dunque, come si vede, anche i7 raggio di torsione è costante. 

8en9cos9 

h) I calcoli precedenti si possono eseguire più generalmente (con r fun- 
zione di 6) per qualsivoglia elica cilindrica^ cioè per quelle curve che, trac- 
ciate sopra un cilindro qualunque, ne incontrano le generatrici sotto un angolo 
costante 9. Invece di ripetere i calcoli vogliamo mostrare, andando per la via più 
breve, come si arriva a scoprire un'importante proprietà caratteristica di tali 
curve. Richiamiamo le formolo 

do V d'x V dv e Y 

ds p ^ ds % ^ ds p *' 

ed osserviamo che, nell'ipotesi di e costante, la prima formola dÀ v=:0, poi la 
seconda mostra che y ^ costante. Ora, siccome si ha sempre c*4-T* + v*=l» si 
può porre y = cos(9 + Vi^) = — 8en9, se e = COS9 , contando 9 , nel piano 
rettificante, a partire dalla tangente, nel senso opposto a quello del moto degli in- 
dici d'un orologio per un osservatore posto sulla parte positiva della normale prin- 

r 
cipale. Ciò premesso, la terza formola dà tg9=: — , e però il rapporto delle cur^ 

9 
vature è costante. Inversamente, se ciò ha luogo, si conduca per ciascun punto M, 

nel piano rettificante, la retta definita dai coseni 

2=racos9 — asen9 , 9n=&cos9 — psen9 , n = ccos9 — y^'^T > 

dove l'angolo 9 , costante, è definito dalla precedente uguaglianza. Si ha, in virtù 
delle (11), 

di ^ dm dn coso sen9 

-T-:X = — -:pi= — :v=: — I 1 = , 

ds ds ds p * 

cioè l^m^n sono costanti, e però la curva è un'elica cilindrica, perchè è trac- 
ciata sopra un cilindro, e ne incontra le generatrici sotto l'angolo costante 9. 
Dunque, perché una curva sia un'elica cilindrica, occorre e basta che le sue 
curvature si mantengano in un rapporto costante. Se poi le curvature si con- 
servano entrambe costanti, l'elica è necessariamente circolare: essa è tracciata 
sopra un cilindro, il cui raggio è pt}i{p^-\-t^). Lasciamo al lettore la cura di di- 
mostrare questo teorema, dovuto a Puiseux. 

e) Si chiama poi elica conica ogni curva che incontra (obliquamente) 
sotto un angolo costante ^ le generatrici d'un cono. Quando il cono è circolare, 
Telica incontra evidentemente sotto un angolo costante 9 (tale che, chiamando % 
l'inclinazione delle generatrici sull'asse, è cos 9= 0084^008%) anche le generatrici 
del cilindro che la projetta ortogonalmente sopra un piano perpendicolare all'asse, 
ed è per conseguenza un'elica cilindrica, e si chiama, per questa ragione, elica 
cilindro'conica : essa è , per così dire, la spirale logaritmica dello spazio. L'asse 
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ed il vertice del cono si prendano come asse delle z e come origine delle coordi- 
nate, e 8i chiami R la distanza di M dairorigine. Si deve avere 

X dx ^ y dy ^ z dz dR 

co84/=: h— ~ H = — ; 

^ R rf« ^ R c/5 ^ R ds ds ' 

e poiché, per ipotesi, non è cos4'=:0 (nel qaal caso si avrebbe R = costante , e 
la curva apparterrebbe ad una sfera), si ha R = 5Cos4', ponendo Torigine degli 
archi nel vertice del cono. D'altra parte r=:Rsenx; dunque r=m«8en^, dove 
per brevità si è posto m = cot4'8enx. Intanto le coordinate d'un punto qualunque 
della curva sono ar=rrcos6 ,y = rsen6 , 5 = rcotx, e si ha 

dr^ = m'8en»4;(dr' + r*de* -|- dz^) = cos*^dr* -f m'r«8en'4;de« , 

d*onde si trae dr = mrdO, poi Iogr = m0 + co9/an/^. Dunque la sezione retta 
del cilindro, su cui la curva considerata è un'elica, è una spirale logaritmica. Ora, 
se si osserva che 

dr , rfO 1 dr sena 1 

— =msen4; , --=: — — = - = — , 
ds ds mr ds r ms 

si trovano facilmente i coseni direttori della tangente 

a = (mcosO — senO)sen4^ , 5 = (msen6 + cos6)sen^ , c=rcos9, 
poi, derivando ancora, quelli della normale principale 

psend» psenò 

X=— (cosO + msenO)- , [)i= — (senO — mcos6)^ , v=:0 . 

ms ms 

Dunque le normali principali sono perpendicolari all'asse del cono, ma non l'in- 
contrano: esse sono normali al cilindro^ non al cono. Quadrando e sommando le 

sen'o 
ultime formolo, ed osservando che 1 + m' = — r| , si ottiene il valore di p, e se 

sen'y 

ne deduce poi subito quello di x.=:pig(f: 

ms ms 



sen 9 cos 9 

Dunque nell'elica cilindro^conica t raggi di curvatura sono proporzionali aU 
Varco ^ contato a partire dal vertice del cono. Si può dimostrare che, inversa- 
mente, se in una curva si ha p = A5,^=:A'5, essa è necessariamente un'elica 
cilindro-conica, tracciata sopra un cono circolare , in cui Tinc linazione ^ delle ge- 
neratrici sull'asse è definita da {%% = A'' : Vh} + K^ -\- A*A'*. 

d) Quando ad un piano, considerato come un velo flessibile ma inestendi- 
bile, si da una qualsiasi forma cilindrica, tutte le rette, che hanno nel piano una 
certa direzione, diventano le generatrici del cilindro, ed ogni altra retta si cambia 
in un'elica, e non cessa di segnare sulla superficie il più breve cammino fra due 
qualunque dei suoi punti, snfiicientemente vicini. Ciò si esprime dicendo che le 
eliche cilindriche sono le geodetiche dei rispettivi cilindri. Il concetto di geodetica 
▼erra più oltre presentato sotto un altro aspetto, ed esteso ad una superficie qua- 
lunque; ma noi già possiamo ricercare quali sono le geodetiche delle superficie 
coniche, cioè in quali curve si cambiano le rette d' un piano inestendibile quando 
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a questo si dà, per via di semplice flessione, la forma d* an cono. Si noti che tali 
curve non sono le eliche coniche, le quali provengono invece da quelle spirali lo- 
garitmiche, che hanno il polo nel vertice del cono. Ora, limitandoci ai caso d*un 
cono circolare, se A ò la projezione del vertice sulla retta che si vuol conside- 
rare , se Z è la lunghezza del segmento OA , ed R la distanza di ad un punto 
qualunque M della retta, si ha R* = «'-{- ^ , ponendo in À Torigine degli archi. 
ChiamiaoK) inoltre 9 Tangolo OMA, ossia, nello spazio, T inclinazione della tan- 
gente sulla generatrice. É chiaro che 

dR s l dio seno 

_=co8<p=- , 8e„9 = ^ , ^ = — R^; 

e, poiché d«*=:(iR*4-'"*^9*i s» ha pure 3-= — -y dove, essendo % Tinclinazione 

ds r 

delle generatrici sull'asse z (asse del cono), è r = Rsenx- Ciò premesso, la de- 
rivazione di 0^= rcosO , y = rsenO , z = rcotx rispetto ad s fornisce i coseni 
direttori della tangente 

a= — 8en9senO-f~^^S9^^s^s®'^X 1 d = 8en9CosO-{-co89sen08enx , c=:cos9Cosx 9 

poi (derivando ancora) quelli della normale principale 

p p p 

X = — :^sen*9Cotxco8xcos6 , |x = — — sen'9cotxco8xsen6 , v=:~-sen'9Cosx , 
H H R 

ossia 

X = — cosxcosO , ji=: — cos^senO , v = senx , 

dopo avere osservato (quadrando e sommando) che 

1 sen*9 ^ P ^ 
_ = -^cotx=j^.cotx. 

Dunque le normali principali sono perpendicolari alle generatrici , ed incontrano 
Tasse: esse sono perpendicolari alla superficie del cono. Inoltre la flessione va- 
ria in ragione inversa del cubo del segmento staccato dalla curva sulla gene^ 
ratrice, a partire dal vertice. I coseni direttori della hinormale sono 

a = — cos98enO — sen9cos08enx , p = cos9cos6 — sen9sen68enx , y = — sen9Cosx. 

Basta derivare Tultimo per trovare il valore della torsione : 

1 seno coso Is 

- = — R— cotx=^.cotx . 



Si noti la relazione sv=:lp, Orhene si dimostra che questa è vera perj^le geode- 
tiche di qualsivoglia superficie conica, ma non sussiste per altre curve. É in altri 
termini proprietà caratteristica delle geodetiche dei coni il variare del rapporto 
delle curvature in ragione inversa dell'arco. 

e) Cerchiamo se può darsi che le normali principali d*una curva (M) siano 
normali prìncipali di un'altra curva (M^). A ciascun punto (cc,ì/^z) della prima 
curva corrisponde, sulPaltra, un punto M, , le cui coordinate sono rr| =;a7-f* ^P» 
y^ = y -f |Ap , ^, = ^ 4- vp , se j} è la distanza MM^ . Ai coseni direttori della 
tangente ad (M|), in M^, si deve poter dare la forma 
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chiamando 4^ T angolo di cui la tangente stessa, osservata da M, deve ruotare 
(nel senso inverso degli indici d'un orologio) per diventar parallela alla tangente, 
in M , ad (M). Intanto si ha 

quindi 

e per conseguenza dev'essere 

1 cotd; 1 

pz=icosiante , h ^=:-- . (23) 

9 "^ p 

Fin qui abbiamo soltanto espresso che le normali principali di (M) sono normali 
ad (MJ; ma perchè siano le normali principali bisogna ancora che si abbia 

da^ X db^ jA dC| v 

ds'i'^Ti ' ^^ Pi ' ^~P^' 

vale a dire, osservando che 

da^ /cos4; 8en4;\ ^4; 

-^=[~ ^jX-(asen+ + acos4;)^ , .ce, 

bisogna che sia 

d^_ 1 ds co%^ sen^^ 

ds Pi ds p ^ 

quindi ^^= costante^ e così vediamo che i triedri fondamentali delle dite curve 
sono rigidamente connessi fra loro. Inoltre, in virtù di (23), fra le curvature 
di (M) sussiste una relazione lineare, a coefficienti costanti. Dunque (M) non 
è una curva qualunque: essa è una curva di Bertrand^ nome che si dÀ ad ogni 
linea, le cui curvature sono vincolate da una relazione 

1 + ^ = 1. (25) 

con p B q costanti. Si noti che, inversamente, data una simile linea, tutte le con- 
dizioni trovate innanzi sono soddisfatte, e però esiste una seconda linea, che am- 
mette le stesse normali principali: le due curve determinano segmenti uguali a p 
sulle comuni normali principali , e le tangenti negli estremi di ciascun segmento 
fanno fra loro un angolo costante 4^ = arctg(p:g). Evidentemente la seconda li- 
nea è, come la prima, una curva di Bertrand, che soddisfa alla stessa (25), a 
parte il cambiamento di p in — p. Ciò permette di calcolare facilmente le cur- 
vature di (M^), giacché dalla terza formola (22) si ha ds^:ds=:yp^-\-q^ \^^ e 
però dev'essere anche ds\ds^'=^\/^-'\-(^ \^^. Ne segue ^t'i=p' + 9'*» ^^^ a 
dire che le torsioni, in due punti che si corrispondono sulle dt4e linee, formano 
un prodotto costante. Poi, applicando la (25) alla curva (MJ, 

Z-^L^l-^-^ 1 ^ (i^^ + gp)g 1 ^ Ì9^—PP )P 

pr^i ^P' + q' (P' + q')9 ÌP' + 9')p' 

cioè 

1 _ q^-pp .«^v 
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come sì può anche dedurre dalla seconda formola (24). Finalmente osserviamo 
che la risposta data alla questione proposta riesce illusoria quando J9 = 0, ossia 
per le curve a torsione costante (non nulla) ed a flessione variabile, perchè allora 
(M|) coincide con (M). Questa conclusione non vale per le curve a torsione nulla 
(curve piane) , per le quali si ha infatti 4^ = ^» dimodoché le formolo (22) e (24) 
forniscono soltanto i noti risultati 

ds. , p 
p:=:costanie , -t^ = 1 , Pi = P — Pi 

OS p 

relativi ai sistemi di curve parallele (VI, 41). E nemmeno vale quando è costante 
anche la flessione, perchè allora la condizione (25) è soddisfatta per infinite cop- 
pie di valori di p e q^ vale a dire che un'elica circolare si può m infiniti modi 
considerare come una curva di Bertrand. Cosi le eliche circolari ci si pre- 
sentano come caratterizzate, fra le curve storte, dalla proprietà di avere, come 
le curve piane, le normali principali in comune con infinite altre linee. Queste 
sono, naturalmente, eliche circolari, ed una, in particolare, deve ridursi ad una 
retta; essa corrisponde ai valori dì p e q soddisfacenti alla (25) ed alla (26) per 

p, = oo, ossia i) = ^j-p^, 

quali son tracciate le eliche. 



p.=oo, ossia o = -r^ — 5-i(Z=^%- o» 6^ ^ Tasse comune dei cilindri, sui 

p -\-t p* + *^ 



16. Terminiamo eoa pochi cenni intorno al contatto fra una curva ed una 
superficie, rinviando il lettore ad altri trattati *) per uno studio più accu- 
rato del contatto d'una curva con una superficie o con altre curve. Qui, per 
potere svolgere la teoria dei contatti con procedimento più rapido ed intui- 
tivo, ci appoggeremo a certi risultati ottenuti precedentemente (VI, 35) 
nello studio del contatto fra curve piane, e diremo che una superficie ha con 
una curva data, in un punto M, un contatto deirordine n, se occupa la po- 
sizione limite d*una superficie passante per M e per altri n punti della cur- 
va, quando questi ultimi tendono ad M, senza che ciò avvenga per altri 
punti d'incontro. Se la superficie che si considera è di quelle che nello spa- 
zio a tre dimensioni sono determinate da n + 1 punti (o , ciò che vale lo 
stesso, se appartiene ad una famiglia di superficie, rappresentata da una 
equazione che racchiude n + l parametri arbitrarii) 1* ordine del contatto 
nuii supera n, in generale, e quando raggiunge questo valore, la superficie 
dicesi osculatrice alla curva, nel punto considerato. Per esprimere che una 
superficie è osculatrice ad una data curva, in un dato punto, basta eviden- 
temente differenziarne V equazione tante volte quante sono necessarie per 
determinare i valori dei parametri , e scrivere che tutte le equazioni cosi 
ottenute sono soddisfatte dalle coordinate x.y^sf del punto M e dai succes- 
sivi differenziali delle coordinate stesse. In tal modo si viene infatti ad e- 
sprimere, usando il solito linguaggio convenzionale (§ 13) , che la superficie 
contiene, oltre il punto M, gli n punti M', M",... infinitamente vicini ad M. 

') Vedi, per esempio, il « Cours d'Analyse» di Hermite (p. 116). 

27 
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17. Piano osculatore. L'equazione del piano 'AX+BY+CZ+D=0 

contiene tre parametri veramente arbitrarli , cioè i rapporti di tre coeffi- 
cienti ad un quarto non nullo. Esprimiamo che questa equazione, e le prime 
due che se ne deducono per differenziazione, o per derivazione rispetto ai- 
Parco 5 d'una curva, sono soddisfatte dalle coordinate x^y^s d'un punto M 
di questa curva : 

Aa7 + By-|-Cz + D = , Aa+Bò + Cc=:0 , AX+Bpi+Cv=:0 . (27) 

Dalla prima condizione il piano è obbligato soltanto a passare per M; ma, 
se vi si aggiunge la seconda, il piano dovrà contenere la tangente in M. Dun- 
que ogni piano che passa per la tangente si può ben chiamare piano tangen- 
te^ in quanto ha con la curva un contatto generalmente del primo ordine, 
ossia la sua distanza ad un punto M', infinitamente vicino ad M, è infinite- 
sima del secondo ordine rispetto ad MM'. Se poi si aggiunge la terza con- 
dizione, si obbliga il piano a contenere anche la normale principale, ossia 
a coincidere con quello che già precedentemente abbiamo chiamato piano 
osculatore. Il suo contatto con la curva è del secondo ordine, ma può acci- 
dentalmente riuscire d'un ordine superiore: allora il piano è surosculatore, 
0, comd si suol dire, è un piano osculatore stazionario, 

18. La surosculazione avviene, naturalmente, in punti singolari , carat- 
terizzati dalla condizione a cui si giungo derivando ancora una volta l'ulti- 
ma delle (27), ed eliminando A,B,C; ma, per essere sicuri di considerare 
tutti i casi possibili, conviene osservare che, in realtà, la condizione otte- 
nuta derivando la seconda eguaglianza (27) è 

(AX + Bpi-{-Cv)-i=0 , (28) 

P 

dimodoché si ha, tornando a derivare, 

(AX + Bjji + Cv)^ l = (Aa + Bp + Cr)-!- • (29) 

OS p pt* 

Ora, se non è — = 0, dev'essere 2AX=0, e per conseguenza si può porro 

P 1 ^ 

A = a,B = p,C=T; quindi la condizione (29) diventa =0. Nel caso 

opposto l'eguaglianza (28) è vera qualunque siano A , B , C , e però tutti i 
piani tangenti hanno un contatto del secondo ordine con la curva ; ma il 
nome di piano osculatore spetta a quello, fra essi, per cui è soddisfatta la 
condizione (29); e poiché questa , in generale, torna a prendere la forma 
£AX=:0, 8i ritrova il piano osculatore, con un contatto del terzo ordine al- 
meno. Se poi si avesse anche d[ — =0 basterebbe dori vare la condizione (29), 

P 
una o più volte di seguito, per convincersi che si ritrova sempre il medesimo 

piano. Ben s'intende che, per la validità delle formolo adoperate, le curva- 
ture si debbono supporre finite. Adunque il piano osculatore stazionario si 
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presenta in quei punti della curva, nei quali è nulla almeno una delle cur- 
vature, cioè (§ 11) quando è soddisfatta la condizione (20). 

19. Sfera osculatrioe. Partendo dall'equazione generale d'una sfera 

(X - è)* -f (Y — n)* + (Z - $)^ = Si% 

(in cui è.iQ.^id^ sono quattro costanti da determinare convenientemente) 
troviamo, con successive derivazioni rispetto all'arco d'una curva qualun- 
que, sostituendo alle coordinate correnti le coordinate x,y,e d'un punto M 
della curva stessa: 



(.''•- 4)*+ (y— n)^+ (z-^f^gi' 

«(.,— %) +6(y— n) +o(x:-^) -=o 

H"-iì +My-in) +v(--?) ^-p 
»(■■■-%) +P(y— n) -t T(---?) =r^~ 



(30) 



Dalle ultime tre equazioni si ricava 

u: — i = — Xp + »^£ , y-t)=-np-l-pt.^^ , s — Z=-vp + xt.-£ , (31) 

e si conoscono così i valori di 4,'n,^, coordinate del centro: sostituendoli 
nella prima equazione si ottiene, per esprimere il raggio, la formola 



St 



'-^' + {4J- (^2) 



La sfera così determinata è proprio quella che abbiamo incontrata in prin- 
cipio del § 13, giacché le ultime tre condizioni (30) ci dicono che il suo cen- 
tro sta nel piano normale, alle distanze p e — ^^ dalla binormale e dalla 

normale principale. Ad essa tende la sfera MM'M"M'" quando M', M", M'" 
tendono ad M. Evidentemente la circonferenza MM'M" tende anch' essa a 
collocarsi sulla detta sfera; e poiché d'altra parte il suo piano tende ad 
osculare la curva, in M , é chiaro che Ui circonferenza osculatrice è Vinier* 
sezione della sfera osculatrice col piano osculatore. Dunque p è il raggio del 
circolo osculatore, dimodoché per le curve storte, come per le curve piane, 
la flessione d'una linea qualunque è la curvatura della sua circonferenza 
osculatrice. Ora, tornando alle condizioni (30) , osserviamo che la prima ob- 
bliga la sfera a passare per M; la seconda a toccare la curva, in M; la terza 
a passare per la circonferenza osculatrice; e la quarta, fra le infinite sfere 
toccate ed attraversate dalla curva, in M, ne distingue una, che non attra- 
versa la curva, perché il suo contatto e generalmente del terzo ordine: è 
dessa la sfera osculatrice. 

20. Per decidere se la curva, intorno ad M, é interna o esterna alla 
sfera osculatrice, si calcoli la distanza h di M' a tale sfera. Supposto finito 
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il raggio 31 , da 

si deduce, trascurando gli infinitesimi d*un ordine superiore al quarto, 

e poiché, chiamando u^v.u? come nel § 13 , le coordinate di M' rispetto al 
triedro fondamentale in M , si ha 

Bx = au -\- OLV -j- \to , By -= bu --^v-x-^to , ^5 = cm + T^ f vw , 

si ha pure, ricordando le (31), 

gih=-tcp + vS^ + '/;(tt^ + r* + w*) . 
as 

In questa formola si può, in virtù delle (19), trascurare «;*, limitare w^ al 
suo primo termine, e calcolare u fino al termine del terzo ordine; ma v e u? 
debbono essere calcolati fino ai termini del quarto ordine, e ciò si può fare 
agevolmente servendosi anche della formola (21): 

P ^ / ^P\ 

Ora, posto per brevità '^=+j~(^j^)» ^ facile trovare 

e siccome, d'altra parte, la (32) dà, per differenziazione, 

SldSl — xuIp , (34) 

si ottiene finalmente 

ds*dSl 

~" 24x^pdp ' 

Dunque, esclusi i punti nei quali è c7p = 0, un arco convenientemente pic- 
colo, preso intorno ad M, è tutto esterno o tutto interno alla sfera oscula- 
trice in M, secondo che il volume di questa e l'area del circolo osculatore 
yariano, o pur no, nello stesso senso. 

21. Per trovare la condizione che dev'essere soddisfatta affinchè la sfera 
surosculi la curva, ossia per sapere in quali punti della curva il contatto fra 
questa e la sua sfera osculatrice va oltre il terzo ordine, basta derivare l'ul- 
tima delle (30), tenendo conto delle precedenti; ma, per non omettere alcun 
caso, bisogna tornare ad eseguire tutte le derivazioni, senza alterare la for- 
ma dei successivi risultati. Cosi facendo le ultime due condizioni ci si pre- 
sentano sotto la forma 
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poi, derivando ancora guest* ultima, si trova --=0. Al medesimo risultato 

si giungo subito se si osserva che nella condizione trovata sta quanto oc- 
corre e basta, in viriti di (83), perchè h riesca d*un ordine superiore al 

quarto. Ora, esclusa l'ipotesi — = (perchè ^ si suppone finito), ed esci u- 

p \ 

sa anche (per la stessa ragione) T ipotesi — = con (7p^0, si vede che la 

sfera sUrosculairice si presenta, oltreché nei punti soddisfacenti alla con- 
dizione x=0» anche in altri punti ^ caratterizzati dal fatto che la torsione 
vi si annulla, quantunque la sfera resti finita. In questi ultimi punti la se- 
conda condizione (35) è soddisfatta identicamente , e per conseguenza ac- 
cade che la curva ha un contatto del terzo ordine con tutte le sfere che pas- 
sano per la circonferenza osculatrice; ma ad una sola di esse spetta il nome 
di sfera osculatrice, ed è sempre quella determinata in principio. Adunque 
la condizione x=0, sufiiciente per la surosculazione, non è necessaria; ma 
in tutti i casi la (34) ci dice che, se non è (7p=:0, si ha d^ = 0. Ne segue, 
in particolare , che una curva attraversa la sua sfera osculatrice tutte le 
volte che questa diventa minima o massima, o pure quando stacca da un 
piano osculatore stazionario un circolo minimo o massimo; ed in questo se- 
condo caso si verifica T opposto di ciò che avviene ordinariamente, giacché 
la curva non attraversa alcuna delle altre sfere contenenti la circonferenza 
osculatrice. 

22. Ora si consideri una curva sferica , ossia una linea tracciata sopra 
una data sfera, di raggio B. È chiaro che non vi può essere, in ciascun pun- 
to, altra sfera osculatrice, anzi surosculatrice, se non la sfera stessa ohe 
contiene la curva. Dunque si deve costantemente avere x=0, o pure dp=0 

ed —==0; e nel secondo caso si trova nuovamente x=:0. Questa è dunque 

una condizione necessariamente soddisfatta lungo qualsiasi linea sferica. 
Per dimostrare che la condizione stessa è sufficiente perchè la linea appar- 
tenga ad una sfera, deriviamo le (31). Dalla prima si deduce 



ds ds 



'U'ì)'ij^'y-4 



Dunque 

di dtì dt 

Se si ha x=:0 lungo tutta la curva, la (34) mostra che ^ ha un yalore 
costante B, e le (36) ci dicono che anche 4tiQ)^ sono costanti, d*onde se- 
gue che impunti della curva si trovano tutti alla distanza costante B dal 

punto fisso (4)t),^). Dunque la condijsione necessaria e sufficiente percìtè 

P d ( dp\ 
una curva sia sferica é— + 3-(i:.-f) = 0. 

X, ds\ dsj 

28. Nel caso generale le formole (36) mostrano che le tangenti al luogo 
dei centri delle sfere osculatrici d'una curva son parallele alle binormali nei 
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corrispondenti punti della curva. Inoltre, quadrando e sommando, si trova 
il differenziale delKarco della seconda curva cZc7 = — xd^, e si vede che, 
quando un punto M percorre una curva, il centro della sfera osculatrice 
tende ad avvicinarsi al piano osculatore , in M , o tende ad allontanarsene, 
secondo che x è positivo o negativo. Siccome i coseni direttori delle normali 
principali , in due punti corrispondenti delle due curve, sono proporzionali a 
da,jp,(^, si vede che le dette normali sono fra loro parallele, e però anche 
le tangenti della prima curva sono parallele alle corrispondenti binorraali 
della seconda curva, dimodoché questa è sempre osculata dai piani normali 
all'altra. Kappresentando con P| e i.^ i suoi raggi di curvatura, e dirigen- 
done le normali principali in senso opposto a quello delle normali principali 
della prima curva, si ha 

X da da X X da ^ da X 

— — -~ — — X — — X — , — — -— — — X-7- — X — • 
p ds d(j it, % dx da p^ 

Dunque p,r=xr, t.i = xp, cioè 



d l dp\ 



Particolarmente notevoli sono i circoli storti ^ ossia le curve a flessione co- 
stante (p=B) ed a torsione non nulla, fra le quali vanno annoverate le eli- 
che circolari (§15, a). Le sfere osculatrioi d*un circolo storto son tutte u- 
guali fra loro (^ = p) , ed i loro centri stanno sopra un altro circolo storto 
(p^=:p), che insieme al primo costituisce una particolare coppia di curve di 
Bertrand (§15, «). Le sole curve osculate da infinite sfere uguali sono i 
circoli storti, perchè, in virtù di (34), se p non è costante, non può essere 
costante SI senza che sia x = 0, nel qual caso, come abbiamo visto nel pre- 
cedente paragrafo, le sfere osculatrici coincidono in una, che contiene tutta 
la curva. 



Vili. APPLICAZIONI ALLE SUPERFICIE. 



1. Piano tangente. Alle infinite linee che si possono tracciare, per 
un punto M, sopra una superficie, conduciamo, in M, le tangenti: queste 
si dicono anche tangenti alla superficie. Una qualunque delle dette linee si 
può rappresentare aggregando ali* equazione /^(X,T,Z) = della superfi- 
cie data un* altra equazione 9(X,T,Z)=:0, distinta dalla prima. Altrove 
(VII, 1) si è visto che le equazioni della tangente alla curva considerata sono 



2(x-.,),^=o , 2(^-..)^.=" 
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Siccome la prima rimane invariata qualunque sia la curva che passa per M, 
sulla superficie, si vede che tutte le tangenti in M stanna in un piano. Que- 
sto si chiama il piano tangente alla superficie nel punto M, e la perpendi- 
colare ad esso, condotta per M, è la normale alla superficie. Adunque il 
piano tangente è rappresentato dall'equazione 

<^-'')|+^^-^>| + ^2-.)|=0 , (1) 

la normale dalle equazioni 

a/' "" 0/ '^ ^r ' 

òx" <)y D^ 

1 coseni direttori della normale sono dunque 

o, se si vuole, in funzione di » = .r- , 3 = ~ , 

ojc oy 



y\-{p'+q' Vi+P' + q' V^+~P'+q' 

Quando si fa uso di queste jp e g, l'equazione del piano tangente prende la 
forma più semplice 

Z-.=;.(X-^.) + ^(Y-y) . (2) 

Se ci riferiamo a cose dette precedentemente (Y, 18) vediamo che la nor* 
male alla superficie /*=0, in un punto M, è precisamente la retta secondo 
la quale più rapidamente tende a variare la funzione f^ mentre secondo le 
tangenti la funzione tende a conservarsi costante; essa ha, infatti, nei punti 
M' del piano tangente, infinitamente vicini ad M , valori infinitesimi del se- 
condo ordine rispetto ad MM'. 

2. È anche utile saper calcolare L , M , N nel caso che la superficie sia 
data mediante le equazioni 

con u e V che variano indipendentemente Tuno dall'altro. Perchè queste 
tre equazioni rappresentino una superficie, occorre e basta che due delle tre 
funzioni x,y,jsf siano indipendenti, e per conseguenza (7,29) che nella ma- 
trice 

òx ()y "òz 

òu du du 

òx òy "òz 
òv òv 'òv 
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non siano tutti nuIU i minori del secondo ordine. Ciò premesso, quando v si 

mantiene costante, le equazioni precedenti definiscono una curva della su- 

j, , òx ì^y j)^ 
perficie, e x*" » y~ ' T ^^"^ proporzionali ai coseni direttori della tangente 

alla detta curva, nel punto considerato, mentre -v" i ^-i ^ sono invece pro- 
porzionali ai coseni direttori della tangente alla curva che si ottiene man- 
tenendo costante ti, e lasciando variare la sola v. Dalle condizioni di per- 
pendicolarità 

si può, ora, dedurre 

3. Cerchiamo, come esercizio, l'equazione di quel cono circoscritto alla su- 
perficie /'(X,Y,Z) = 0, che ha il vertice in un punto P, di coordinate 4,^^,^, 
ossia del cono formato da tutte le tangenti condotte da P alla superficie. Si espri- 
r^^^o me che il punto M, di coordinate a;,y ,^, appartiene alla super- 

ficie, e che il piano tangente in M passa per P, scrivendo 

/■(.f,y,^) = , (4_a)^ + (ti-y)^f(^-*)^=0. (3) 

Queste uguaglianze, se vi si considerano x^y^z come coordi- 
nate correnti, sono le equazioni della curva di contatto del cono 
con la superficie; e così, nelle applicazioni, si può determinare il contorno ap- 
parente d*ana superficie, per un osservatore posto in P , cioè la linea che separa 
la parte della superficie, visibile da P, dalla parte invisìbile; o, anche, la linea 
di separazione fra ombra e luce quando la superficie si trova immersa in un fa- 
Bcio di raggi provenienti dairunico punto luminoso P. Se poi si vuol determinare 
Vombra portata sopra un'altra superficie, air equazione di questa bisogna aggre- 
gare Tequazione del cono circoscritto per trovare il contorno dell'ombra; e per 
avere l'equazione del cono basta elioainare x.y^z fra le (3) e le equazioni della 
generatrice PM: 

07 — 4 y— ti ^ — S * 

In particolare, immaginando P infinitamente lontano, T eliminazione di x^i/^z 
fra le equazioni 

fornirà l'equazione del cilindro circoscritto alla superficie, parallelamente ad una 
data direzione (À,B,C). Tornando al caso generale, notiamo che l'eliminazione 
si può eseguire in forma molto semplice se si considera la funzione 

e si osserva che la seconda agnaglianza (3) diventa F'{t)=0, d'onde si vede che 
l'equazione del cono circotcritto risulta dall'eliminazione di t fra F(t) = 
edF'(t) = 0. 
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4. Singolarità. In ciò che precede è implicita la supposizione che le 
derivate parziali prime di f non siano tutte nulle nel punto M, altrimenti 
l'equazione (1) sarebbe illusoria. Quando invece si ha 

1=0 ■ |=» ■ g=« ■ « 

il punto M è un punto singolare, in quanto che le tangenti, in M, alla su- 
perficie, invece di stare in un piano, formano un cono: ciò si può subito rico- 
noscere scrivendo Tequazione della superficie, per i punti (X, Y,Z) infinita- 
mente vicini ad M, sotto la forma (III, 10) 

2(X-.)| + V.((X-.)'g + ... + 2(X-..)(Y-y)^+...) + ... = 

Se i valori di J- ^^r- ,^. calcolati in M, non sono tutti nulli, si vede, tras- 
òx oy oz 

curando gli infinitesimi superiori , che intorno ad M la superficie si com- 
porta come il piano (3), e si ritrova così più rapidamente l'equazione del 
piano tangente. Se, invece, le coordinate di M soddisfano alle (4), i punti 
infinitamente vicini ad M, sulla superficie, si possono considerare, a pre- 
scindere da infinitesimi d'un ordine superiore al secondo, come situati sul 
cono quadrico 

e cosi via. La ricerca di questi punti singolari d'una superficie (detti anche 
punti conici^ o doppii, tripli, ecc.) si fa dunque con un procedimento del 
tutto simile a quello che si è tenuto per le curve piane (¥1,27), e l'indole 
della singolarità si riconosce mediante sezioni piane nella superficie, infini- 
tamente vicine al punto che si considera. Si noti che nelle superficie i punti 
singolari possono anche, succedendosi con continuità, {oTmB,re linee singo- 
lari: cosi , projettando una curva piana da un punto , preso fuori del suo 
piano, si ottiene un cono, che ammette come linee multiple tutte quelle ge- 
neratrici che passano nei punti multipli della curva considerata; ed anche 
sono linee multiple d'una superficie di rotazione tutti i paralleli generati dai 
punti multipli del meridiano; ecc. Altre singolarità, analoghe alle infles- 
sioni delle curve piane, ci si presenteranno fra breve. 

5. Rette osoulatrioi. Tornando ai punti ordinarii proponiamoci di 
studiare il modo di comportarsi della superficie intomo ad uno di essi, M. 
Fresa l' equazione del piano tangente sotto la forma (2) , si calcoli la di- 
stanza di questo piano ad un punto qualunque M', infinitamente vicino ad 
M sulla superficie; se x + ^x,y + ^y,/sf + djs; sono le coordinate di M', la 
distanza di cui si tratta è 

dz — pdjo-^q^f/ 

28 
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Intanto si ha 

dove p^q^r^Syt hanno il solito significato (V, 16), e s'intendono calcolati 
in M. Dunque, trascurando gli infinitesimi d*un ordine superiore al secondo, 

rd:i:^ + 2sdxdy + tdi/^ ,^^ 

n = =zrrr-T • (5) 

Ogni coppia di valori di cZa: e dy, insieme al corrispondente d0=pdx-\-qd!f, 
definisce la direzione d*una retta, tangente ad infinite curve che passano 
per M, sulla superficie; e si può sempre immaginare che M' appartenga ad 
una qualunque di queste curve. Basta poi far girare la tangente intorno ad 
M, nel piano tangente, perchè M' possa occupare qualunque posizione in un 
pezzo q di superficie, convenientemente piccolo, circostante ad M. Quando 
la tangente compie un giro, due volte accade che h diventa d'un ordine su- 
periore al secondo , cioè nelle due posizioni per le quali si annulla il nume- 
ratore dell'espressione (5). Così, fra le infinite tangenti, si è condotti a di- 
stinguerne due, che si chiamano rette oscuìatriciy perchè, fra tutte le rette 
che passano per M , son quelle che più si accostano alla superficie. Tali 
rette possono essere immaginarie, o reali e distinte, secondo che rt—s^ è 
positivo o negativo. Nel primo caso il punto M si dice ellittico^ ed iperbo- 
lico nel secondo. Per r^ — 5* = si presenta una singolarità: le due rette 
osculatrici si confondono in una, ed il punto si dice parabolico. Quando M 
è un punto ellittico, h conserva un segno invariato, e però c^ sta tutto da una 
parte del piano tangente, dimodoché si può dire che, nella curva d'interse- 
zione della superficie col suo piano tangente, M è un punto isolato. Invece, 
se M è un punto iperbolico, le rette osculatrici, reali, determinano sul piano 
tangente due regioni , per una delle quali h è positivo , mentre per l'altra è 
negativo, e però q è attraversato dal piano tangente. Inoltre, se M' sta in 
questo piano, o, più generalmente, se appartiene ad una curva osculata, in 
M, dal piano stesso, la distanza h è nulla o infinitesima almeno del terzo 
ordine, e però deve annullarsi il numeratore deirespressione (5). Dunque le 
rette osculatrici sono tangenti a tutte le curve della superficie, che nel punto 
M ammettono come piano osculatore il piano tangente; ed in particolare l'in- 
tersezione della superficie col piano tangente ha due rami che passano per 
M tangenzialmente alle rette osculatrici, vale a dire che, su tale interse- 
zione, M è un punto doppio. Inversamente, tutte le volte che una curva 
della superficie tocca una retta osculatrice, h diventa d'un ordine superiore 
al secondo, e però la curva è osculata dal piano tangente, o pure (VII, 14) 
la sua flessione è nulla. Finalmente osserviamo che, se la funzione rt — s^ 
è continua , i punti ellittici ed i punti iperbolici sono raccolti in analoghe 
regioni della superficie, confinanti fra loro per mezzo di linee, costituite dai 
punti parabolici: questi si trovano {cfr, Yl, 24:)' all'intersezione della super- 
ficie data con la superficie rt—s^ = Q. 
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6. Indioatrioe di IDupin. Per vedere più da vicino ciò che accade 
intorno alle due specie di punti, poniamo Torigine in M, e dirigiamo l'asse 
delle e normalmente alla superficie: ciò non altera il segno di rt — s^^ poi- 
ché si è visto che questo segno caratterizza fatti geometrici, indipendenti 
dalla scelta degli assi. In questo caso è |>=0, j=0, edintorno ad M la su- 
perficie si comporta come il paraboloide ^= Vi(*'^* + 25a?y + ^y'), ellittico 
o iperbolico secondo che rt — 5*>0, o r^ — 5'<0, Le rette osculatrici sono 
appunto quelle due generatrici rettilinee del paraboloide, immaginarie o 
reali, che stanno nel piano £r = 0. Se poi è rt — ^* = 0, M è un punto para- 
bolico, intorno al quale la superficie si comporta come un cilindro parabo- 
lico. Ora tagliamo la superficie con due piani e=^àzl^ paralleli ed infinita- 
mente vicini al piano tangente. L'equazione della sezione è 

rx^ + 2sxy + /y* =±2/ , 

e rappresenta una coppia di ellissi, una reale e Taltra immaginaria, o pure 
una coppia di iperboli complementari , secondo che il punto M è ellittico o 
iperbolico. Projettata la sezione sul piano tangente, immaginiamo che si di- 
lati intorno al centro finché la sua equazione diventi ra?*+25a?y + ^y*=±l. 
La parte reale di questa coppia di coniche si chiana indicatrice di Dupin: 
essa è incontrata da ogni diametro in due punti reali, ed ammette come as- 
sintoti, immaginarii o reali, le rette osculatrici. 

7. Linee notevoli. Fra le linee che si possono tracciare sopra una 
superficie sono particolarmente notevoli le linee assintotiche^ cioè quel- 
le che in ogni loro punto toccano una retta osculatrice. IJn'assintotica si può 
immaginare generata da un punto M , il quale prenda a spostarsi lungo una 
simile retta, fino ad M\ per muoversi poi lungo la retta analoga, che passa 
per M', fino ad M"; ecc. Se invece di spostarsi successivamente lungo le 
rette osculatrici, cioè tangenzialmente agli assintoti dell* indicatrice di Du- 
pin, il punto si. muove sempre tangenzialmente agli assi dell* indicatrice 
stessa, la linea così generata si chiama linea di curvatura. Ogni super- 
ficie è dunque coperta da un doppio sistema di linee di curvatura, sempre 
reali, e tali che per ogni punto della superficie passano, tagliandosi ad an- 
golo retto, una linea d'un sistema ed una deiraltro sistema. Passano anche, 
per ogni punto iperbolico, due assintotiche egualmente inclinate su ciascuna 
linea di curvatura, e generalmente oblique fra loro. Per un* osservazione 
fatta nel § 5, i piani osculatori d*una linea assintotica sono i piani che toc- 
cano la superficie lungo la linea stessa , a meno che non sia costantemente 

— = 0, nel qual caso (VII, 10) la linea é retta, e si può sempre considerare 

come osculata dai piani tangenti. Dunque le assintotiche hanno, in ciascuno 
dei loro punti, la normale principale situata nel piano tangente alla super- 
fide. Invece passano per ogni punto d'una superficie infinite linee, dette !i- 
nee geodetiche^ le quali hanno come normale principale la normale alla 
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superficie. In seguito si vedrà che il più breve cammino fra due punti (non 
troppo lontani) d*una superficie è segnato appunto dalParcodi geodetica 
che li congiunge. Evidentemente una retta è geodetica ed assintotica au qua- 
lunque superficie, giacché ognuna delle sue normali si può sempre conside- 
rare come normale principale. 

8. Quando una retta si muove nello spazio, occupando successivamente 
una semplice infinità di posizioni, essa genera una superficie rigaia. Fissata 

la retta in una posizione g, se ne consideri nu'altra g', 
? che si farà poi tendere a g. La comune perpendicolare 

a g e g incontra g in un punto, mobile insieme a g', il 
quale può tendere ad una posizione limite Q quando g tende a g. Il punto 
Q si chiama punto centrale della generatrice. Se, rispetto all'arco infinite- 
simo QQ' del luogo dei punti centrali, la distanza h delle corrispondenti 
generatrici ò del primo ordine, come avviene in generale, la superficie si 
dice gobba ^ e la curva (Q) è la sua linea di stringimento. Nel caso con- 
trario la superficie si chiama sviluppabile^ e (Q) è il suo spigolo di regresso. 

9. Siano a, 6, e i coseni direttori di g, ed x,y,z le coordinate d*un 
punto qualunque di questa retta. Si sa dalla Geometria analitica che ran- 
gole 9 di g con g' è dato dalla formola sen^(p = 2(65c — c56)', in cui col 
segno ^ si distinguono le variazioni subite dalle varie quantità nel passag- 
gio da g a g'. Siccome A è la projezione, sulla comune perpendicolare a g 
e g', del segmento rettilineo che va dal punto {x.y^e) al punto (a?4"^*» 
y + &y,j?-|-5^), e poiché i coseni direttori della comune perpendicolare sono 
proporzionali a b^c — c^b , c^a — a^c , a% — b^a, è chiaro che si ha 

, «Ò5C — C5Ò^ 1 , ^ cs . 

h = X —'^rr= -\a da dx\ , 

^^ 8en9 seiKp 

"' db dy 

de dz 

o, in forma più concisa, Asen(p==[a,^a,9j;]. Ne segue, omettendo nei due 
membri gli infinitesimi d*un ordine superiore al terzo, 

/i(p=:[a,da,dr]-f- V« [« » c?« , c?-j?] + Y^ [a , cf*a , rf^;] + • • • • 

Perchè h sia d*un ordine superiore al primo occorre e basta che si abbia 
[a,da,dx] = 0. Questa è dunque la condizione necessaria e suffi- 
ciente perchè la superficie considerata sia sviluppabile^ ed im- 
porta notare che tale condizione sussiste intatta quando a^b^c non sono 
proprio i coseni direttori, ma quantità proporzionali ai coseni stessi. Ora si 
osservi che, quando è soddisfatta la detta condizione, spariscono dalPespres— 
sione di 7^9 anche i termini del terzo ordine, perchè 

[a^da^d^x]-\-\a^d^'a^d.c]^=.d[a^da^dx] . 
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Danque in una superficie sviluppabile la distanza di due generatrici infi- 
nitamente vicine è infinitesima almeno del terzo ordine rispetto al corrispon- 
dente arco dello spigolo di regresso. 

10. Ciò premesso, la teoria delle curve storte ci fornisce subito un esem- 
pio di superficie sviluppabile. È infatti evidente che il luogo delle tangenti 
ad una curva storta è una superficie sviluppabile, che ammette come spigolo 
di regresso la curva considerata, perchè, se (x,y,z) è un punto della curva, 
gli elementi della terza colonna, nel determinante [a,da,d'c], sono propor- 
zionali (VII,1) a quelli della prima. Inversamente, se [a,rfa,(£rj = 0, ai 
punti {x,y,z) se ne possono sostituire, se occorre, altri {x-\'at,y-\-ht ^z-\-ct), 
tali che le tangenti al luogo di questi punti siano le generatrici della super- 
ficie, per la qual cosa basta che i differenziali delle coordinate siano propor- 
zionali ad a,&,c, e per conseguenza che si possa determinare t in modo che 

dx -}- tda _ dy -|- tdh dz-\- tdc 

a b e ' 

Ora, la condizione perchè queste equazioni siano fra loro compatibili è ap- 
punto [a, da, dx] == 0. Dunque ogni superficie sviluppabile si pud conside- 
rare come il luogo delle tangenti ad una curva storta. Di questa. proprietà 
possiamo anche renderci conto osservando che, se per g si conduce il piano 
parallelo a g', la distanza di Q' al detto piano è A; è poiché tale distanza 
è del terzo ordine , in generale accade che il piano cosi costruito è appunto 
quello che oscula lo spigolo di regresso nel punto Q. Per dimostrare poi che 
g è la tangente allo spigolo stesso basta far vedere che la distanza a g della 
proiezione di Q' sul piano osculatore è d* un ordine superiore al primo; e 
siccome questa distanza è uguale al prodotto di QQ' per un angolo infini- 
tesimo, il teorema è dimostrato. 

11. Ora supponiamo che x,y,z siano le coordinate del punto centrale 
Q, e cerchiamo di determinare il piano tangente in un punto qualunque M 
d'una superficie sviluppabile. La generatrice g sarà determinata dalle coor- 
dinate x,y^z, e dai proprii coseni direttori, e queste quantità dipendono 
tutte da una sola variabile u, che può essere Varco dello spigolo di regresso 
o della linea di stringimento, computato a partire da un'origine A, arbi- 
trariamente fissata sulla curva. Un punto M sarà poi determinato, sulla cor- 
rispondente generatrice, dalla sua distanza v al punto centrale. Cosi le 
coordinate di M dipendono dai parametri u q v nel seguente modo: 

X=:.v-\-av , Y^=y'\-bv , Z = ^-|-ct? . 
Inoltre 

&X dx ^ da ' ax <^Y ^ ()Z .^, 

òu du ^ clu iv òt? òv 

Se la superficie è sviluppabile, si ha —=«,--= — , ecc., eie ultime for- 
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mole diventano 

ou ' p ou ' p dw p 

quindi (§2) i coseni direttori L,M,N della normale alia superficie, nel 
punto M, sono proporzionali ai determinanti della matrice 

a ò e \ ^ 

X {i V I 

cioè ai coseni direttori a,P,Y della binormale. Come si vede L , M , N sono 
indipendenti da r. Dunque il piano fungente in tm punto (Vuna superficie 
sviluppabile tocca la superfìcie lungo tutta la generatrice, 

12. Nel caso d*una rigata gobba L , M , N sono proporzionali alle quan- 
tità 

bidz-^-vdc) — c{dy'\'Vdb):^{hdz — cdy)-\-v{bdc — cab) , ecc. 

Intanto si ha, continuando a diramare a,p,Y i coseni direttori della comune 
perpendicolare a g e 9', 

a P _^ T ^ 1_ . 

bdc — edb e da — ade a db — oda 9 

ed analogamente, se X,jJi,v sono i coseni direttori della perpendicolare co- 
mune alla retta g ed a QQ\ 

bdz — cdy e d.r — a dz a dy — bdr h 

Dunque, posto %==B9, i coseni L, M , N sono proporzionali alle quanti- 
tà X + — a,pi + — P, v-|- — Y, e per v = coincidono con X,[i,v. Le nor- 
R, R R 

mali corrispondenti ai valori e t? del parametro v fanno dunque fra loro 
un angolo 4^1 definito da ciascuna delle uguaglianze 

co8 4; = LX + MjjL+Nv , scn + ~La J~ Mp 4^ Ny . 

In virtù della prima si ha 

L=:(x + |-ajcos+ , M-U-U-^^pjcos^; , N=Jv-|-|-t)cos4; ; 
poi, moltiplicando per a,P,T e sommando, si ottiene sen4' = Tr-cosv|;, cioè 

Questa formola, dovuta a Chasles, mostra che, quando il punto di contat- 
to, partendo dalla linea di stringimento, percorre una generatrice, il piano 
tangente alla superficie ruota d'un angolo, la cui tangente trigonometrica è 
proporzionale al cammino percorso dal punto. Si noti che, per conoscere gli 
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infiniti piani taogenti ad una rigata gobba, lungo una data generatrice, ba^ 
sta conoscere il valore di R, che per questa ragione si chiama il paraìnetro 
disirihuiore dei piani tangenti. Per interpretare geometricamente il teorema 
di Cbasles assumiamo come assi delle x e delle y la generatrice g e la 
comune perpendicolare a g e g'. Le equazioni della normale alla superiicie 
nel punto M sono xznv yy^^exg^, e però la formola di Ghasles diventa 
xe = Ry. Dunque le normali ad una rigata gobba, lungo una generatrice , 
formano un paraboloide iperbolico. 

13. Torniamo alle sviluppabili per osservare che, se la curva (M) in- 
contra ad angolo retto le generatrici, ossia, come si suol dire, se (M) è una 
irajefioria ortogonale delle generatrici, è soddisfatta la condizione di orto- 
gonalità 2adX = 0. Intanto, poiché in virtù delle (6) si ha 

dX = la-\ ^du-^-adv , ecc. 



è IadK = d(u-\-v), e però la predetta condizione equivale a dire che u-{-v 
è costante, cioè arco AQ + Q,U = costante. Ne segue che due trajettorio or- 
togonali qualunque intercettano, sulle infinite generatrici, segmenti uguali 
all'arco che staccano dallo spigolo di regresso, e che se un filo inestendibile, 
tì.ssato in un punto À , e teso sul detto spigolo, si svolge scostandosi da que- 
sto gradualmente, e mantenendosi sempre teso nello spazio, ciascuno dei 
suoi punti descrive una trajettoria ortogonale (M). È per tale ragione che 
alle (M) si dà anche il nome di sviluppanti dello spigolo di regresso: que- 
sto è, del resto, una curva qualunque. 

14. Inversamente questa curva si chiama sviluppata di ciascuna (M), 
perchè (come nelle curve piane) le sue tangenti sono normali ad ogni curva 
(M). Riferiamoci al triedro fondamentale d'una di queste curve, e cerchia- 
mo a quale condizione deve soddisfare una normale per poter generare una 
superficie sviluppabile. Se la normale che si vuol considerare fa Tangolo 9 
con la normale principale, la sua direzione è definita dai coseni 

/ = asen9-j-^^os(p , m =psen 9 + 1*0089 , n =Ysen9-|- VC0S9 . 
Invece 

f=racos9 — A.sen9 , m = Pco89 — (JiseD9 , n' = YC0S9 — vsen9 

sono i coseni direttori d*una seconda normale che, insieme alla prima ed alla 
tangente, costituisce una terna ortogonale, dimodoché 



a r l 
b m' m 
e n* n 



= 1 . 



Ciò premesso, si è visto che la condizione [2,d{,a]=:0 è necessaria e snffi- 
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ciente perchè la prima normale generi una sviluppabile. Or poiché per le 
formolo di Frenet (VII, 7) si ha 

di = l'(d<p — tq) — ae cos 9 , ecc. , 

il determinante che precede diventa [lj\ a](d9 — tj) = tj — dip , e però la 
condizione cercata è 

dfp 1 

ds ^ ^ ' 

Il significato geometrico di questa condizione si scopre calcolando la rota- 
zione 0), verso la normale principale, della normale considerata. È noto 
(VII, 8) che 

0}sen(p=2Xd/ = (d9 — in)2X^' = (iQ — d9)sen(p ; 

quindi a)=iQ — ^9, risultato evidente. La condizione o}r=0 significa dunque 
che, nel moto d'un punto lungo una curva, ogni normale che ruota nel piano 
normale (in cui si suppone fissata la normale principale) in modo da spo- 
starsi nello spazio perpendicolarmente al piano stesso, genera una superficie 
sviluppabile. 

16. Dimostriamo, per finire, due proposizioni, che possono immediata- 
mente dedursi dalle precedenti: 

a) In virtù deirultima osservazione, lo spostamento della generatrice 
avviene in modo che il piano osculatore dello spigolo di regresso è sempre 
perpendicolare al piano normale di (M), d'onde segue che questo è anche 
il piano rettificante del predetto spigolo. In altri termini il piano normale 
delia sviluppante coincide col piano rettificante della sviluppata; 

%) Trovata una funzione 9, che soddisfa alla (7), se ne ottengono in- 
finite altre mercè l'addizione d'una costante arbitraria. Ne segue che, se si 
fanno ruotare d*uno stesso angolo arbitrario le generatrici d'una sviluppabile, 
intorno ad una loro irajettoria ortogonale, esse non cessano di costituire una 
superficie sviluppabile. Gli spigoli di regresso di tutte queste sviluppabili 
sono appunto le infinite sviluppate della trajettoria considerata. 

16. Si consideri il sistema di superficie, rappresentato dalla equazione 
f(x^y^jg,a)=0 per gli infiniti valori del parametro a. Una qualunque di esse, 
individuata da un particolare valore a del parametro, è incontrata da un'al- 
tra, individuata dal valore a + h, secondo una certa curva, la quale può 
tendere ad occupare, sulla prima superficie, una posizione limite, quando /* 
tende a zero. In questa posizione essa si chiama caratteristica della corri- 
spondente superficie, nel sistema considerato; ed il luogo delle caratteristi- 
che di tutte le superficie del sistema si chiama inviluppo delle superficie 
stesse. Mediante considerazioni analoghe a quelle (VI, 38) che sono slate 
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fatte nel piano, si dimostra subito che V equazione dell'inviluppo si ottiene 

eliminando BL frale equazioni f=0, :;- = 0. Ed è auche facile dimostrare 

che ogni superficie del sistema è toccata dalla superficie inviluppante lungo 
la propria caratteristica. Basta iufatti osservare che l'equazione dell'invi- 
luppo è Tequazione stessa del sistema di superficie, in cui si pensa a come 

funzione delle coordinate, soddisfacente a ^-^ = 0, e che le derivate parziali 

ùa 

prime del primo membro della detta equazione sono, per conseguenza, 



ììf òfòa ììf 'òf'òa 
"òx ì^adx ' "òy "òa 'òy 

sono cioò appunto uguali a ^r- « ^r- > y~ • 



Tif 'òf'òa 
dz "òaì^z 



17. Sapponiamo, per esempio, che si abbia una semplice infinità di piani. La 
caratteristica di ciascun piano è necessariamente una retta; l'inviluppo è dunque 
una superficie rigata, e siccome, per l'ultimo teorema, questa superficie dev'es- 
sere toccata da un unico piano lungo ciascuna generatrice, essa è sviluppabile. Re- 
ciprocamente, per quanto si è visto nel § 11, ogni superficie sviluppabile è l'in- 
viluppo della semplice infinità dei piani osculatori d*una certa curva. Partendo da 
ciò è facile scoprire un importante carattere analitico delle superficie sviluppabili. 
L'equazione d'un piano tangente ad una superficie qualunque è 

Z^pX + qll+^z—pX'-qy) . 

Perchè la superficie sia sviluppabile occorre e basta che p^qfZ — px — qy^ di- 
pendano da un sol parametro ^ per la qual cosa è necessario e sufficiente (Y,29) 
che la matrice jacobiana di queste tre funzioni abbia nulli tutti i suoi minori del 
secondo ordine. Siccome si ha 



5i- 


Hq 


^i'-p^'-^y)-- 


= — (ra; + «y) , 




_(i_pa;-jy) = — (»x + /y) , 


di coi si tratta è 






r s rx-{-sy 


, ed equivale a 


r s 


> 




s t sx -{-ty 




s t 





affinchè siano nulli i suoi minori del secondo ordine è necessario e sufficiente che 
sia nullo rt — «'. Dunque la relazione rt — s* = caratterizza le superficie 
sviluppabili. Qui si noti che per le rigate gobbe è sempre rt — «'<0, perchè 
per ogni punto passa certamente un'assintotica reale: questa è la generatrice ret- 
tilinea. Sulle sviluppabili i due sistemi di assintotiche coincidono in uno, cioè nel 
sistema delle generatrici rettilinee; ma esiste inoltre un'assintotica isolata, ed è 
lo spigolo di regresso. Ciò non contradice alle cose dette innanzi, perchè si può 
facilmente constatare (§34,6) che sullo spigolo di regresso r,«,^ diventano in- 
finiti. 

29 
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18. Ora si consideri un sistema doppiamente infinito di snperficie, rap- 
presentato dall'equazione f{x,y,0,a, 6) = per tutte le coppie di valori dei 
parametri a e b; e dopo aver fissata una superficie S, corrispondente ad 
una data coppia (a^jò,), si prenda arbitrariamente una funzione 9, e si 
ponga 6 = 60 + 9(^) — 9(^0)' Si è in tal modo ricondotti al caso precedente, 
e si ottiene sopra S una particolare caratteristica, corrispondente alla data 
funzione q>. Orbene, quando per 9 si prendono tutte le funzioni possibili, le 
infinite caratteristiche cosi ottenute passano tutte per certi punti di S. In- 
fatti la caratteristica corrispondente ad una data 9 soddisfa ali* equazione 

e però le appartengono quei punti di S, nei quali si ha simultaneamente 

_- = 0,;r7 = 0, i quali punti sono, come si vede, indipendenti dalla scelta 
da ab 

di 9. Adunque in questo caso, invece di avere una linea sopra ogni superfi- 
cie, si hanno dei punti discreti, i quali costituiscono, al variare della super- 
ficie, Yinviluppo del sistema considerato; e l'equazione di tale inviluppo ri- 
sulta daireliminazione di a e 6 fra le equazioni 

Anche in questo caso rinviluppo tocca tutte le superficie inviluppate. In par- 
ticolare una superficie qualunque si può considerare come T inviluppo dei 
suoi piani tangenti. 

19. Talvolta il sistema di superficie è dato mediante l'equazione 

f(x,y,z,a,b,c,...)=0 , 

e fra gli n parametri a, 6, e,... si danno v relazioni 9=:0,<^ = 0,..., es- 
sendo v=n — 1 v = n — 2 secondo che il sistema ò semplicemente o dop- 
piamente infinito. Allora, per trovare l'equazione dell'inviluppo, bisogna 
esprimere che la matrice 

òf òr 3/- I 



da 


U 


de 


ò(f 


dqp 


d9 


da 


U 


de 


^ 


^ 


d+ 


da 


• • 


de 



ha uguali a zero tutti i minori dell'ordine v + l. Si ottengono così «— v re- 
lazioni, e l'equazione cercata risulta dall'eliminazione degli n parametri 
fra l'equazione del sistema di superficie, le v relazioni date fra i parametri 
stessi, e le n — v relazioni ottenute. Può anche darsi che nell'equazione del 



-227- 

sistema non compariscano esplicitamente i parametri e le coordinate, vale a 

dire che l'equazione sia data sotto laforma/(tt,t;,tr,...)=0, dove tt,t;,t(;,... 

sono funzioni di x,y,e^ e dei parametri; ma è chiaro che, in questo caso, le 

derivate parziali rispetto ad un parametro a si formano prendendo, per 

esempio, 

3/;aM &^ò^ 3^3^ ^^^ 

òu^a <)t?3a 3M?3a *" ' 

20. Esercizii: a) Per cercare T inviluppo delle superficie omotetiche ad una 
data f{x^y^z)z=0 rispetto ad un centro P, si osservi, prima di tutto, che se 
èft),^ sono le coordinate di P, e se si pone 

reqaazione F(/) = rappresenta appunto, per ciascun valore di t, una di quelle 
superficie, ed in particolare, per ^^=1 , la superficie data. Ora, poiché Tequazione 
deir inviluppo risulta dall' eliminazione di t fra F(^) = ed F\t) = 0^ sì vede 
(§3) che l'inviluppo cercato è il cono circoscritto dal vertice P alla data super- 
ficie. Così , per esempio, se si dà un ellissoide riferito ai suoi assi, e se si pone 

si trova F(0 = (/'+/i — 2(p)if' + 2((p — /i)^+/;, e basta esprimere che il di- 
scriminante /7o — 9^ di questa funzione di / è nullo, per ottenere l'equazione del 
cono circoscritto all'ellissoide : 

W^ b* ^ e* )W ^ à^^c* ) [a* ^ i« ^ e" ) • 

b) Si chiama tubo, o superficie canale, T inviluppo d'una semplice infi- 
nità di sfere uguali. Basta derivare l'equazione della sfera 

(X-a7)'+(Y-y)' + (Z-;r)» = R» , 

supponendovi oD^y^z funzioni dell'arco della linea centrale (luogo dei centri delle 
sfere inviluppate) , per ottenere 

ed accorgersi che la caratteristica sta nel piano normale della predetta linea. 
Ne segue che un tubo si può considerare come generato dalla circonferenza d'un 
circolo costante, il cui centro si va spostando sempre normalmente al piano del 
circolo stesso. All'equazione del tubo si giunge eliminando fra le due precedenti 
equazioni quell'unica variabile indipendente ^, in funzione della quale si suppon- 
gono espressi a9,y,z,a,d,c. 

e) Proponiamoci di trovare l'inviluppo dei piani acc-^^y-^-'^z^zzl^ nel- 

r ipotesi che la distanza l sia legata ai coseni direttori a,^,^ mediante la rela* 

zione 

a' B» Y* 

Qui i parametri sono a,p,Y,Z, e soddisfano alla condizione (8) ed all'altra 
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** + P* + T* = !• Si deve dunque considerare (§ 19) la matrice 



a 

a; 
a 



P 
P_ 



Y 

Y 



01 , 

1 



nella quale si è posto, per brevità, 



a=- 



/p' 



¥ 



Mediante le solite trasformazioni si può alla matrice precedente sostitnire l' altra 



1 



1 



a 
1 
1 



l*—a* 



1 
1 



P—h* 



Y 
1 
1 



Affinchè questa abbia nulli tutti i minori del terzo ordine bisogna che sia 



se 

— a- 
a, 



P—a* 



. = la. 



^ __z 1 



Il comune valore di queste tre quantità si ottiene moltiplicando la prima per ol* , 
la seconda per P', la terza per y^, e sommando. In tal modo, ricordando la (8), 
si trova /cr, e però 



P—a* a '" *'^ p — b* a ' ' ' P — c' a 

Quadrando e sommando si ottiene ancora 

e, per conseguenza, si potrà scrivere 



ecc. 

quindi 

OD la y ?P z /y 

Moltiplicando ancora per x^y^z^ e sommando, si trova l'equazione 



i.^j»- 



Zaa? 



Za» 



^-a» 2l^a_^3-^'2^i_a»+ (7S(p_a«)«"~ 



facilmente riducibile alla forma più semplice 



= 1 , 



+ 



a?» + y34-^« — a* * ^;« + y«4-^« — ò« ' a?* + y» + ^* — c^ 
Dunque (IV, 16, b) l'inviluppo cercato è la superficie delle onde. 
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21. Applicazione atile della precedente teoria, ed importante in quanto 
serve a completare la teoria delle curve, è la ricerca degli inviluppi delle 
facce del triedro fondamentale d'una curva qualunque. Se in ciascuna delle 
tre equazioni 

2a(X-^) = , ^a(X^w) = , ^X{X-^x) = , 

che rappresentano il piano normale , il piano osculatore ^ il piano retti fi^ 
cante, si considerano :t;,y,...,v come funzioni delKarco 5, soddisfacenti 
alle note (VII, 9) relazioni * 

dx da X da X dX a a 

-z— — a , "7" — , -jr- — , "T— — y eoe» , 

as as p as ^ as p t 

si ottiene rispettivamente, derivando, 

2X(X-^) = p , 2>^(X-.r)=:0 , 2aX-ùO = , (9) 

dopo aver posto, per l'ultima, 

^'=a8en9-|-aco89 , m'=6sen9 + Pcos9 , n'=c8en9 4"Y^089 , (10) 

con tg9 = ^;p. Dunque: 

aj Come si poteva prevedere, i piani osculatori inviluppano la svi- 
luppabile delle tangenti^ ossia quella sviluppabile che ammette come 
spigolo di regresso la curva considerata; 

b) L'inviluppo dei piani normali si chiama sviluppabile polare, 
ed è il luogo degli assi dei circoli osculatori. Evidentemente qualunque retta 
del piano normale, che generi una sviluppabile, non ne può toccare lo spi- 
golo di regresso altrove che sull'asse del circolo osculatore. Ne segue subito 
che la sviluppabile polare d'una curva è anche il luogo delle sviluppate della 
curva stessa; e si può aggiungere, in virtù d'una precedente osservazione 
(§15, a), che le dette sviluppate sono geodetiche della sviluppabile polare. 
Per determinare lo spigolo di regresso di questa superfìcie bisogna derivare 
la prima delle (9). Si costituisce cosi il sistema 

2a(X-a;) = , 2^(X-a7) = p , 2«(X-"^) = -*§ ' 

che dà (711,19) per X,Y,Z i valori 4,ia,^, coordiuate del centro della 
sfera osculatrice. Dunque lo spigolo di regresso della sviluppabile polare è il 
luogo dei centri delle sfere osculatrici\ 

e) Finalmente la superficie inviluppata dai piani rettificanti , alla 
quale si dà il nome di sviluppabile rettificante, contiene la curva. Questa 
ne incontra le generatrici sotto un angolo, generalmente variabile, che di- 
pende unicamente dal rapporto delle sue curvature. È chiaro che , su tale 
superficie, la curva considerata è una geodetica. Se poi, per determinare lo 
spigolo di regresso della sviluppabile rettificante d'una curva, si vuol cono- 
scere il segmento t staccato da questa curva sulla generatrice, a partire dal 
detto spigolo, bisogna derivare la terza equazione (9). Cosi , osservando che, 
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6e 2,m,n souo ì coseni direttori della generatrice, per le (10) si ha dl'=ìd^, 
dm=:md^,dn=nd(p, si ottiene 



j2^(X-a;) = 2^a = sen9 , 



cioè ^(i<p = 8en9cfe, e si giange a spiegare, fra le altre cose, perchè soltanto 
le eliche ammettono superficie rettificanti cilindriche. 

22. Teorema di Meusnier. Prendiamo a studiare la flessione delle 
linee tracciate sopra una superficie, e consideriamo, in un punto M, una 
curva, la cui tangente abbia la direzione (a,ò,c), e la 
cui normale principale faccia con la normale alla superfi- 
^ eie rangole 9. Un punto M' della curva, infinitamente vi- 
cino ad M, si projetti in P sul piano tangente, ed in Q 
sulla tangente. Quando si trascurano gli infinitesimi d*uQ 
ordine superiore al secondo, il punto M' si può considerare 
come situato nel piano osculatore, dimodoché M'Q risulta 
parallelo alla normale principale, come M'P è parallelo alla normale, in If , 
alla superficie. Cosi, nel triangolo rettangolo MTQ, Tangolo M' è uguale 
a 9, il lato M'P ha (§ 5) la lunghezza 

rdx* '\-2sdxdi/ '\-tdt/^ 




h = 



^Vi+p'+q' 



ds* 
ed il lato M'Q è (VII, 13) uguale a — . Sostituendo questi valori nella re- 

2p 

lazione MT=M'Q.cosq> si ottiene 

CO89 ra^ + ^^^ + '** 

— — • (il) 

Ora si considerino tutte le curve della superficie, tangenti fra loro nel punto 
M, e si distingua, fra esse, quella che sta nel piano determinato dalla co- 
mune tangente (alb^c) e dalla normale alla superficie, e che si chiama se- 
ssione normale. Per tutte queste curve il secondo membro di (11) ha un va- 
lore unico, e però si può dire altrettanto del primo. Ne segue che, se Pg è il 
raggio di curvatura della sezione normale ^ si ha 
coso 1 . , 

^ = — , cioè p=:pjC0S9 

P Po 
supponendo p^ finito. Dunque il centro di curvatura di qualunque curva della 
superficie, in un punto M, si ottiene projettando sul piano osculatore il cen» 
irò di curvatura di quella sezione normale, che tocca la curva in M. 

23. Esempii: aj Sulla sfera le sezioni normali sono i circoli massimi, ed il 
centro della sfera è il loro comune eentro di curvatura. Ne segue, applicando il 
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teorema di Meusnier, che il centro di curvatura, in un punto d'una linea 
sferica, è la projezione del centro della sfera sul piano che oscula la curva 
nel punto consideralo, 

b) Sopra una superficie di rotazione i paralleli sono generalmente sezioni 
oblique. I loro centri di curvatura appartengono all'asse di rotazione, e poiché i 
loro piani sono perpendicolari a questo asse, anche i centri di cur- 
vatura delle sezioni normali , tangenti ai paralleli, appartengono ai- 
Tasse di rotazione. Per conseguenza la sezione piana, fatta in un 
punto M d'una superficie di rotazione normalmente al meridia- 
no, ha il suo centro di curvatura, corrispondente al punto M, 
sull'asse di rotazione, 

24. Per una linea assintotica, e per tutte le curve della superficie che la 
toccano in un dato punto M, il secondo membro di (11) ò nullo, ^ quindi 

si ha — - = 0. Questa relazione è soddisfatta dalle linee assintotiche in 

p 1 

ogni punto, perchè 9 = Ya«, mentre ~ è generalmente diverso da zero. 

P 
Invece per tutte le curve tangenti, in M, ad una retta oscula^trice , ma non 

osculate dal piano tangente alla superficie, 9 è diverso da V^*'^) ^ P^^^ ^i 

deve avere ^ = 0, come già si è visto, per altra via, in fine del § 5. Così , 

P 
per esempio, ogni sezione fatta nella superficie mediante un piano, condotto 

per una sola delle rette osculatrici in M, ha nulla la flessione in questo 

punto. Invece, se si considera la sezione fatta nella superficie mediante il 

piano tangente in M, si trova che ciascun ramo della sezione ha, in M, 

una flessione uguale ai '/, della flessione deWassintotica che ìa tocca nel detto 

punto. Questo interessante teorema è dovuto a Beltrami *), Segue da tutto 

ciò che il teorema di Meusnier non è valido per le curve che toccano le 

rette osculatrici , sìa perchè la costruzione geometrica che ne risulta non è 

più applicabile, sia perchè le infinite curve osculate dal piano tangente in 

un punto, e tangenti fra loro, non hanno la medesima flessione, 

26. Curvatura normale e curvatura geodetica. La quantità 

— -y che misura la curvatura della sezione normale, tangente alla curva 

che si considera, si chiama curvatura normale, mentre a — - si dà il nome 

P 
di curvatura geodetica. L' asse del circolo osculatore incontra il piano della 

predetta sezione normale in un punto C^ (centro di curvatura nor- 
male), ed in C, (centro di curvatura geodetica) il piano tangente: 
le due curvature sono evidentemente misurate dalle inverse delle 
lunghezze MCq ed MCj (raggi di curvatura normale e di curva- 
tura geodetica). Si noti che la curvatura geodetica non è che la 
curvatura della projezione della curva sul piano tangente. Infatti, in virtù 

•) « Souvelles AnnaUs de Mathématiques » 1865, p.258. Vedi anche « Geometrìa intrin- 
seca y» p. 1T4. 
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dello stesso teorema di Meusnier, nel cilindro che projetta la curva sul 
piano tangente , la curvatura della sezione normale , tangente alla curva 

stessa, è appunto -— -. Al concetto di curvatura normale e di curvatura 

p 
geodetica si è condotti nel modo più naturale quando si analizza lo sposta- 
mento angolare della tangente. La rotazione (VII, 8) di questa verso la nor- 
male alla superficie è 

Invece la rotazione della medesima retta verso la perpendicolare che le si 
può condurre nel piano tangente, definita in direzione dai coseni L , M\ N\ 
è , ^ , ^ , 

Lo spostamento angolare e della tangente nello spazio si può dunque con- 
siderare come risultante dalle rotazioni co ed a)\ i cui rapporti a ds, cioè 

0) C0S9 ^ sen9 

V ds p ' ds p ' 

sono appunto la curvatura normale e la curvatura geodetica. La prima ser- 
ve, per conseguenza, a misurare T inflessione più meno grande della curva 
fuori la superficie, mentre la seconda serve, invece, a misurare la deviazione 
sulla superficie. È importante osservare che le linee geodetiche sono, in ogni 
punto, a curvatura geodetica nulla, mentre le assintotiche sono a curvatura 
normale nulla. In altri termini, quando un punto si muove lungo una geo- 
detica, si può dire che la tangente alla curva percorsa si sposta sempre nor-- 
malmenie alla superficie. luvece tutto Io spostamento angolare della tan- 
gente ad un'assintotica avviene sempre tangensfialmente alla superficie. 



26. La curvatura d'una sezione normale è 
1 ra* + 2saò + t6^ 



(12) 



P yi+p' + q' 

Per avere un'immagine geometrica del variare di p, quando la sezione 
ruota intorno ad un punto M, poniamo T origine in M, e dirigiamo Tasse 
delle a normalmente alla superficie, dimodoché jp=g=c=0. Posto a=cos6 , 
e conseguentemente òcrsenO, la (12) diventa 

— = rco8'6 + 2scosa8en6+^sen'0 . (13) 

P 

Ora si porti su ciascuna tangente, a partire da M, un segmento misurato 
dalla radice quadrata del valore assoluto del corrispondente raggio di cur- 
vatura. L' estremo del raggio vettore cosi costruito ha, nel piano tangente , 
le coordinate a:=^'±:pcos6,y=^/It:pseu6, che soddisfano, in virtù di (13), 
all'equazione rx^ + 2sxy+iy^ = ±:\. Dunque (§6) in ciascuu punto la cur- 
vatura delle sezioni normali varia (da una sezione all'altra) in ragione m- 
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versa del quadrato del corrispondente diametro dell'indicatrice di Bupin. 

Id particolare essa è nulla per le sezioni determinate dalle rette osculatrici, 

e raggiunge il minimo ed il massimo valore per le sezioni corrispondenti 

agli assi dell* indicatrice, le quali si chiamano le sejsioni principali. Le cur- 

11. 
vature — ed — di queste sezioni sono le curvature principali. 

27. Teorema di Bulero. Se riferiamo la figura agli assi dell* in- 
dicatrice, nella relazione (13) sparisce il termine in cosOsenO; e siccome 
per 6 = dev'essere p^p^, come per 6 = 7, ir si deve avere p = Pj , si ha 

— = r , — = ^ , e conseguentemente 
Pi Pi 

1 _ cos'ho , 8en*6 

P '^ ~9^ Pi 

Questo è il teorema di Eulero. 1 teoremi di Eulero e di Meusnier mo- 
strano che basta conoscere le due curvature principali^ in un punto M d*una 
superficie , per conoscere la flessione di qualunque curva tracciata per M 
sulla superficie, purché non osculata dal piano tangente in M. 

28. Calcolo delle curvature principali. Per determinare le se- 
zioni principali ed i raggi principali di curvatura in un punto d'una super- 
ficiey riprendiamo la formola (12). Si tratta di cercare il minimo ed il mas- 
simo del trinomio ra^ -\-isab -\- tb^ , sapendo che fra le variabili a e 6 sus- 
siste la relazione 

{\+p^)a^J^2pqah + {\-{q^)b^ = l , (14) 

che si ottiene eliminando e fra a^-{-¥ -\-c^=^\ e la condizione di ortogo- 
nalità pa-\-qb — c=0 della tangente con la normale alla superficie, fiipe- 
teudo qui un calcolo già eseguito (lY, 16, a) in condizioni più generali, si è 
condotti a porre 

ra+sb — k{{\'{'p')a+pqb) , sai-ib=ik{pqa-\'(l-^q^)b) ; (15) 

poi, eliminando i, si ottiene un'altra equazione in a e &, che serve, insie- 
me alla (14), a determinare le direzioni degli assi deir indicatrice, e per 
conseguenza le sezioni principali. Eliminando invece a e & si trova 

r — A(l+;>*) s—kpq =0, 

s-^hpq t^k{ì+q^) 

Cioè 

r^-.-^^((l+^^)r-2i9g5 + (l+i)»)^)A + (l+;)» + ^'0A»=:O . (16) 

D'altra parte, moltiplicandola prima delle (15) per a, la seconda per &, 
e sommando, si ottiene 

ra» + 25a6 + if^' = /t((l+p^)a* + 2p/aft + (l+r/)ò') = A . 

30 
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Dunque k, diviso per Vl+p^ + q'', rappreaenta precisamente il valore 
minimo o massimo di — ; e poiché le radici k^ e k^ dell'equazione (16) sono 
legate dalle relazioni 

81 ha pure 

(i+p«+.f * p.pr-(i+P«+.-r^^ 

Son queste le forinole che servono a far conoscere le curvature principali. 
Con un calcolo facile, posto 



si riconosce che alle (17) si può anche dar la forma più. concisa 
I-lI- òL òM 1_ _<)(L , M) 

29. Curvatura media. Si deve a Sofia Germain il concetto di 
curvatura media. Si chiama cosi la media aritmetica H delle curvature prin- 
cipali, cioè -— ( — I ). Per giustificare tale denominazione si osservi, in 

^ \ Pi Pi/ 
primo luogo, che se p e p sono i raggi di curvatura di due sezioni normali 

qualunque, perpendicolari fra loro, si ha, per la formola di Eulero, 

1 cos*6 sen'O 1 sen'6 cos*6 

T" — ~7 *"~^ > 17 — ~~I » I ' 
P Pi Pi P Pi Pi 

poi, sommando. 



i(7+7)=» 



Ora consideriamo 2n tangenti, equamente distribuite intorno ad M; basta 
immaginarle associate per coppie di tangenti ortogonali per convincersi che, 
se si fa crescere n all'infinito, la media aritmetica delle curvature normali 
resta sempre uguale al valore di H in M. 

30. Le superficie a curvatura media costante hanno importanza nei fe- 
nomeni capillari , e sono state sperimentalmente realizzate da Plateau ^). 
Particolarmente importanti sono poi le superficie a curvatura media null^i , 
cioè le superficie per le quali , in ogni punto, i raggi principali di curvatura 
sono uguali, ma diretti in sensi opposti; ciò equivale a dire che T indica- 
trice di Dupin consta di due iperboli equilatere complementari, d'onde la 
seguente proprietà caratteristica: le assintotiche si tagliano, in ogni punto. 



*) Vedi, per esempio, il « Cours dephi/sique » di J a min (3 *"®éd. , 1. 1, p. 225), e la uGeo^ 
metria intrinseca » p. 181. 
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ad angolo retto. Analiticamente qaeste superficie sono caratterizzate, in yirtb 
della prima formola (17), dall'equazione differenziale 

Esse portano il nome dì superficie ad area minima , o semplicemente saper- 
ficie minime, perchè ogni contorno chiuso, tracciato sopra una simile super- 
ficie, ne stacca un'area minore di. quella che lo stesso contorno stacca da 
ogni altra superficie : ciò sarà dimostrato alla fine del Corso. 

31. Esempii: aj Un esempio di superficie minima ci si presenta subito fra le 
snperficie di rotazione. Presto vedremo che il meridiano passante per M è una delle 
sezioni principali; Taltra è tangente al parallelo, in M. I raggi principali di cur- 
vatura sono dunque il raggio di curvatura del meridiano ed il segmento (§ 23, ò) 
staccato sulla normale, a partire da M, dall'asse di rotazione. Questi raggi deb- 
bono, in una superficie minima, essere diretti in sensi opposti, e però il meridiano 
deve rivolgere la convessità verso l'asse di rotazione. Esso deve inoltre esser tale 
che il st40 centro di curvatura sia simmetrico ^ rispetto al punto che si consi-' 
dera, dei punto d'incontro della normale con una retta fissa. Già si è visto 
(VI, 15, /) che questa proprietà appartiene alla catenaria, e si vedrà in seguito 
che non può verificarsi in altre curve. La superficie generata dalla rotazione d'una 
catenaria intorno alla sua direttrice si chiama catenoide. Ed ora possiamo dire 
che il catenoide è l'unica superficie minima di rotazione. 

b) Anche V elicoide a piano direttore y cioè la superficie costituita dalle 
perpendicolari condotte per tutti i punti di un'elica circolare all'asse del cilindro, 
è di area minima. Infatti, poiché le generatrici sono (VII, 15, a) le normali jsri/t- 
cipali dell'elica considerata e di altre (VII, 15, e) eliche, in numero infinito, trac- 
ciate su cilindri concentrici, è chiaro che queste eliche costituiscono uno dei due 
sistemi di assintotiche, mentre l'altro è formato, come su qualunque rigata, dalle 
generatrici rettilinee. Constatata cosi l'ortogonalità dei due sistemi di assintotiche, 
resta dimostrato che la superficie è di area minima. Heciprocamente sopra una ri- 
gata minima un sistema di assintotiche è necessariamente costituito dalle trajet- 
torie ortogonali delle generatrici , e però queste linee ammettono le generatrici 
stesse come normali principali^ d'onde segue (Vii, 15, e) che ognuna di esse, 
avendo in comune le normali principali con infinite altre linee, è un'elica circola- 
re, e però la superficie (costituita, come si vede, dalle normali principali dì un'e- 
lica circolare) è un elicoide a piano direttore. In tal modo si giunge ai seguente 
teorema di Catalan: l'elicoide a piano direttore è l'unica rigata minima. 

32. Curvatura totale. A Gauss sì deve il concetto di curvatura 
totale^ Sì chiama cosi il prodotto E delle curvature principali, ossia 

L*analogia fra la curvatura totale delle superficie e la curvatura delle linee 
piane apparisce quando, supponendo data l'equazione della superficie sotto 
la forma /'(a;,y,;8f) = 0, si cerca di esprimere K mediante le successive de- 
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rìvate parziali di f. Si ha infatti, in virtù di note formolc (V. 25), 

K=- 
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(19) 



Cosi i punti parabolici delle superficie ci si presentano come gli analoghi 
dei punti d* inflessione delle curve piane, e la distinzione fra punti ellittici e 
punti iperbolici sta tutta nel segno di E. Si può *) inoltre dimostrare che, 
analogamente a ciò che avviene (VI, 12) nelle curve piane, se intorno ad 
M si stacca un pezzo infinitesimo <; di superficie, il valore di E in M è il 
limite del rapporto a ^ dell'angolo solido compreso fra le normali elevate 
alla superficie lungo il contorno di <;. Qui vogliamo menzionare una terza 
misura della curvatura 



T(^è)= 



2H» — K 



proposta da Casorati come rispondente in modo più fedele delle altre al 
concetto volgare di curvatura; ma dobbiamo aggiungere che le discussioni 
sulla più conveniente misura della curvatura d*una superficie non hanno 
importanza alcuna. Ciò che importa è la conoscenza di entrambi i raggi P| 
e Pf , 0, in loro vece, di due funzioni qualunque, tra loro indipendenti, dei 
raggi stessi; e le funzioni (17), mentre analiticamente ci si presentano nel 
modo più naturale, sono anche quelle che intervengono nelle più importanti 
questioni geometriche e meccaniche. Cosi, per esempio, supponiamo che, 
data una superficie, si voglia applicare su di essa un'altra superficie, consi- 
derata come una sottilissima membrana flessibile ma inestendibile. Gauss 
ha dimostrato **) che occorre, perchè ciò sia possibile, e basta che nei punti 
corrispondenti , cioè nei punti che vengono a coincidere quando una super- 
ficie si applica sull'altra , le curvature totali siano uguali fra loro. La cur- 
vatura totale rappresenta dunque qualche cosa di invariabile, di permanen- 
te, in ogni punto d'una superficie che si deforma per semplice flessione. Se- 
gue ancora dal teorema di Gauss che le sole superficie sulle quali è possi- 
bile (come sul piano e sulla sfera) trasportare da un posto ad un altro una 
figura qualunque, senza alterarne la forma, sono le superficie a curvatura 
totale costante, che si chiamano brevemente superficie a curvatura costante. 
È questa un'osservazione di grande importanza per lo studio dei postulati 
fondamentali della Geometria. 



*) « Geometria intrinseca » p. 168. 
**) Vedi, per esempio, il « Calnd diffèreniieh) dì Boussinegq, p. 298*. 
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33. Esempii: a) Notevoli esempli di superficie a curvatura costante sono an- 
cora forniti dalle superficie di rotazione. Sulla sfera dì raggio a la curvatura 

totale è dappertutto uguale ad —^ ; ma vi sono infinite altre 

superfìcie *) a curvatura totale costante, positiva o negativa. 
La pseudosfera , cioè la superficie generata da una trattrice 
(VI, 45, d) , che ruota intorno airassintoto, ha la curvatura to- 
tale, in ogni punto, uguale a 1, se a è la lunghezza (co- 
stante) della tangente fra il punto di contatto e Tassintoto. Sap- 
piamo infatti che il centro di curvatura C^ si projetta in T, al 
piede della tangente, sulKasse di rotazione, e che l'altro centro principale di cur- 
vatura, Cj, sta sull'asse; ed ora nel triangolo rettangolo TC^C, si ha 

MC,.MC, = MT« , cioè p^^^=^a^. 

b) Le superficie applicabili per semplice fiessione sul piano debbono essere 
a curvatura nulla ^ vale a dire tali che in tutti i punti si abbia ri — «• = 0; esse 
sono dunque (§ 17) le superficie sviluppabili. Secondo Casorati la sola superfi- 
cie a curvatura nulla sarebbe il piano, mentre un cilindro circolare avrebbe la 
metà della curvatura d'una sfera dello stesso raggio. Tornando al concetto di 
Gauss, è importante notare che le geodetiche, in quanto segnano il più breve 
cammino fra due punti , restano tali neirapplicazione d'una superficie sopra un'al- 
tra, diguisachè, se una sviluppabile si applica sul piano, le sue geodetiche si ret- 
tificano. In particolare si rettifica qualunque curva quando se ne applica sul piano 
la sviluppabile rettificante (§21, e), vale a dire che per ógni curva si può far 
passare una sviluppabile tale, che, quando questa si applica sopra un piano, la 
curva si trasforma in una retta. Le sviluppate della curva (§21, ò) si rettificano 
invece, tutte, quando si applica sul piano la sviluppabile polare. E qui vogliamo far 
notare che, siccome la sviluppabile polare di qualunque curva piana è un cilindro, 
le sviluppate d'una tal curva son sempre eliche cilindriche. 

34. Esercizii: a) Per una quadrica a centro, riferita ai suoi assi, si può cal- 
colare la curvatura totale mediante la formola (19) prendendo 



f- 



1 A' , .V' ^' A 



Prima si osservi che, essendo 2"~s"^^^ l'equazione del piano tangente, la di- 
stanza h di questo piano al centro è data dalla formola 

quindi la (19) dà 

a*b^c^ I à*lrc^ 





. „ „ c« 

*) « Geometria intrinseca » p. 178. 
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Dunqae (cfr.Vl, 15, h) nelle quadriche a centro la curvatura totale varia co- 
me la quarta potenza della distanza fra il piano tangente ed il centro. 

b) Proponiamoci di calcolare le curvature principali in un punto qualun- 
que M d*una superficie sviluppabile. Le coordinate di M sì possono porre sotto 
la forma X=:a? + ar,Y = y + 3t?,Z = jff + ^^i ^^^^ a, 3, e rappresentano i 
coseni direttori della generatrice, ed x,y ^z le coordinate del punto Q, in cui la 
generatrice tocca Io spigolo dì regresso. Queste sei quantità dipendono nnicament^e 
dairarco u dello spigolo, mentre v, indipendente da u^ rappresenta la lunghezza 
del segmento QM. Ciò premesso, poiché si sa (§ 11) che i coseni direttori della 
normale alla superficie son quelli a,^)T àeW^ binormale di (Q), si vede subito 
che ^ = — a:Y,g' = — p.'Y, d'onde si deduce 



cioè 
quindi 



"òp "òq 3/? b òq a 

"òv "àv ' ÒM ^Y* ' ^^ 'T* ' 

pò pa 

ra'\-sb^=sa-\-tb=zO , rX + «fi = ^ , «X + /jjl = -- — 



M'Y* i^t^ 






La (18) dà K = 0: ciò era da prevedere, sia perchè già si è visto (§ 17) che in 
tutti i punti d'una sviluppabile è rt — «* = 0, sia perchè il coincidere dei due si- 
stemi di assintotiche nell'unico sistema delle generatrici ci dice che una delle se- 
zioni principali, in un punto qualunque M, è la generatrice stessa che passa per 
M, giacché le tangenti a tali sezioni debbono dividere per metà gli angoli delle 
rette osculatrici. Dunque una delle curvature è nulla; l'altra è data dalla prima 
formola (17), ed è 

l = -|(l-p.K + 2aM + (l-«')*'|-;^=-(l-e«-v')^=-^P, 

sicché R = — t7tg9, dove 9 è l'angolo di cui deve ruotare, in un senso già de- 
finito (§21), la tangente allo spigolo di regresso, per coincidere con la genera- 
trice della sviluppabile rettificante; e poiché la lunghezza R va portata nel senso 
positivo della binormale, si vede che 1 centri di curvatura normale delie trajet- 
torie ortogonali delle generatrici d'una sviluppabile appartengono alla svilup- 
pabile rettificante dello spigolo di regresso. Alla medesima conclusione si giunge 
anche osservando che la generatrice della sviluppabile rettificante dello spigolo di 
regresso é in pari tempo (§ 15, a; § 21, b, e) l'asse dei circoli osculatori di tutte 
le traiettorie ortogonali , d'onde si deduce, invocando il teorema di Meusnier, 
che la detta generatrice incontra i piani perpendicolari alla generatrice della pri- 
ma sviluppabile nei centri di curvatura delle corrispondenti sezioni, lungo la ge- 
neratrice stessa. 

35. Linee di curvatura; ombeliclii. Per determinare le linee di 
curvatura (§ 7) d'una superficie data, si ha, eliminaudo k fra le (15), 
{\+p^)da) -\-pqdy _ pqdx + (1 + q'^)d y 

rd:r + sdy sd.r -\~ (dy ' ^ ^ 
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cioè 

/ '^ ±\J^ _( i '• Y^^4,(± LS\JyL.=Q /on 

[ì+p^ pqlì + q' \l+q' 1 + W W "^Vm Ì + Wl+1>' ' ^ ^ 

d'onde, immaginando espresse le funzioni p.qyTySyt in funzione delle sole 
variabili indipendenti x ed y^ si ricavano due equazioni 

^=?(^.y) , 2=+(^»y); (22) 

e da queste, considerate separatamente, si potrà risalire^ nel modo che verrà 
spiegato verso la fine del Corso, alle equazioni di due sistemi di cilindri pa- 
ralleli all'asse a , i quali tagliano la superficie secondo le sue linee di cur- 
vatura. Si osservi che, se le coordinate x^y.z d*un punto M della superfi- 
cie soddisfano anche alle altre due equazioni 

r s t 

e solo in questa ipotesi, la (21) è soddisfatta identicamente, e però in M 
concorrono infinite linee di curvatura. Siffatti punti, che si chiamano ombe- 
lichi ^ sono generalmente in numero finito; ma possono anche formare linee 
della superficie: ciò avviene quando le (23) si riducono ad una sola equa- 
zione. L* indeterminazione della direzione delle tangenti alle linee di curva- 
tura , in un ombelico , non può esser dovuta ad altro che ali* indetermina- 
zione della coppia degli assi neir indicatrice di Dupin, cioè all'esser que- 
sta un circolo. Ne segue che intorno agli ombelichi la superficie si comporta 
come una sfera, perchè spostando infinitamente poco il piano tangente, per- 
pendicolarmente alla normale, si determinano nella superficie sezioni circo- 
lari infinitesime. Ciò permette di veder subito che sopra un ellissoide , per 
esempio , si hanno quattro ombelichi reali , che sono gli estremi dei diame- 
tri conjugati alle due serie di sezioni circolari. Del resto si può verificare 
chele condizioni (23) equivalgono appunto all'unica p^ = p^, giacché dalle 
(17) si trae, con un calcolo facile, 

e si vede che per 1* eguaglianza p^ = p, le (23) sono sufficienti e necessarie. 

36. Le normali condotte ad una superficie lungo una curva qualunque 
costituiscono una rigata generalmente gobba , che chiamasi normalia. Fra 
le infinite normalie, che passano per un punto, quante e quali sono sviluppa- 
bili? La condizione necessaria e sufficiente perchè la normale in M generi 
una sviluppabile, quando M si sposta sulla superficie data, è (§ 9) 

I p dp dx 
' q dq dy 
i — 1 rf^ 
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Il determinaute scritto nel primo membro è uguale a 



p dp dx-^ pdz ' = 
q dq c£y -f qdz , 
-10 1 



dar -T" pdz dp 
dy -\-qdz dq 



Dunque dev^essere 



dx-\-pdz dy-\' qdz 

dp dq ^ 

ma questa eguaglianza non differisce dalla (20) , come sì riconosce subito 
osservando che 

dz'=spdx'\-qdy , dp-=zrdcc -\-sdy , dq^^sdiJo-^-tdy . 

Passano dunque per ogni punto della superficie due normalie sviluppabili , 
le cui tracce sulla superficie sono appunto le linee di curvatura. Gli spigoli 
di regresso di tutte queste normalie formano una superficie a due falde, che 
si può anche considerare come il luogo di tutti i centri principali di curva- 
tura. Questa seconda superficie è dunque, rispetto alla prima, Tanaloga della 
sviluppata *) d*una curva. La precedente proprietà caratteristica delle linee 
di curvatura si può enunciare dicendo che ogni linea di curvatura è trajet- 
toria ortogonale delle generatrici sopra una sviluppabile, costituita da nor- 
mali alla superficie, ed aggiungendo che tale proprietà non appartiene ad 
altre linee. Da ciò è facile dedurre, ricordando un precedente teorema 
(§ 15, 6), che una curva, quando è linea di curvatura sopra una superficie, 
conserva questo suo carattere su tutte le superficie che tagliano la data, 
lungo la curva stessa, sotto un angolo costante. Ne segue, in particolare, 
che, quando un piano taglia una superfìcie sotto un angolo costante, V in- 
terseaione è necessariamente linea di curvatura; ed inversamente, se una 
linea di curvatura è piana, il suo piano taglia la superficie sotto un angolo 
costante. Altrettanto si può affermare, più generalmente, per le curve sferi- 
che, giacché sopra una sfera ogni curva è linea di curvatura. 

37. Esempii : a) Sulle superficie di rotazione le linee di curvatura sono i me- 
ridiani ed i paralleli. Infatti le normali alla superficie, lungo ciascun meriiiiano, 
stanno nel piano del meridiano, e le normali lungo un parallelo concorrono sul- 
Tasse di rotazione. Più semplicemente basta osservare che il piano di qualunque 
meridiano o parallelo incontra la superficie ad angolo costante. Del resto, quando 
si è trovato uno dei due sistemi di linee di curvatura, Taltro è determinato dalla 
condizione che le sue linee incontrino ortogonalmente quelle del primo. Ài due si- 
stemi di linee corrispondono le due falde della sviluppata, delle quali una è gene- 
rata dalla rotazione della sviluppata del meridiano intorno al medesimo asse, e 
l'altra si riduce (§23, ft) a questa sola retta. Per esempio un catenoide costitui- 
sce, insieme all'asse di rotazione, la sviluppata d*una pseudosfera. 



*) Per conoscere le principali proprietà delle sviluppate delle superficie si legga la « Geome- 
tria differenziale » di Bianchi, o la nostra <i Geometria intrinseca » p. 170. 
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b) Sopra aoa sviluppabile ogni generatrice è linea di cnrvatara (§ 34, ò\ 
perchè le normali alla soperflcie, lungo una generatrice, stanno in un piano. Se 
le generatrici si fanno ruotare d'un angolo retto intorno ad una loro trajetioria 
ortogonale, esse diventano normali alla superficie senza cessare (§ 15, ft) di co- 
stituire una sviluppabile, e si riconosce cosi, direttamente, che le trajettorie orto- 
gonali delle generatrici formano l'altro sistema di linee di curvatura. La svilup- 
pata ha poi una falda all'infinito, e l'altra (§34, b) h la sviluppabile rettificante 
dello spigolo di regresso. 

e) Su qualunque inviluppo d'una semplice infinità di sfere, le caratteristiche 
sono linee di curvatura, giacché (§ 16) lungo ciascuna di esse 
le normali alla superficie sono i raggi stessi della sfera invilup- 
pata, i quali concorrono nel centro Cf . Ne segue che uno dei 
due centri principali di curvatura è C^ ; l'altro si determina fa- 
cilmente, nel caso d'un tubo (§ 20, ò), osservando che appartie- 
ne allo spigolo di regresso della sviluppabile generata da una 
normale alla linea centrale , e che per conseguenza (§ 21, h) 
deve stare sull' asse del circolo osculatore di questa linea. I raggi principali di cur- 
vatura sono dunque 

C0S9 

come si può anche stabilire con soli calcoli, facendo uso delle (17), e ponendo 
2IX(X — a:)=cos(p. Osserviamo, per finire, che la sviluppata d'un tubo h costi- 
tuita dalla sviluppabile polare della linea centrale e da questa linea stessa. 

38. Torsione geodetica. La proprietà caratteristica delle linee di 
curvatura, trovata nel §36, è intimamente connessa al concetto di torsione 
geodetica, introdotto da Bertrand per dar la misura della deviazione an- 
golare del piano tangente, intorno ad una tangente, quando il punto di con- 
tatto si sposta nella direzione della tangente stessa. È naturale assumere 
come misura di tale deviazione il rapporto a di (differenziale dell'arco) del- 
l'angolo di cui ruota la projezione, sul piano normale, della normale alla 
superficie, angolo già trovato (§ 14) uguale ad t) — ({9. È questo rapporto 

1 dfL 
« do 

che si chiama torsione geodetica. Evidentemente la proprietà caratteristica, 
accennata in principio, si può esprimere dicendo che le linee di curvatura 
sono , in ogni punto , a torsione geodetica nulla. La torsione geodetica rap- 
presenta dunque , per le linee di curvatura , qualche cosa di analogo a ciò 
che la curvatura normale (§25) è per le assintotiche; ed entrambe restano 
invariate, in ciascun punto, per tutte le curve che ammettono la stessa tan- 
gente, mentre la curvatura geodetica varia, per queste curve, insieme alla 
posizione del piano osculatore. Vedremo inoltre che vi è analogia fra le leggi 
che reggono le variazioni della curvatura normale e quelle che presiedono 
al variare della torsione geodetica]uelle infinite direzioni intorno ad un pun- 
si 
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to, in quanto che Tana o Taltra son misurate da fuoziom quadratiche omo- 
genee dei coseni che definiscono tali direzioni. 

39. Ed infatti , se con a , b\ e si rappresentano ì coseni direttori della 
tangente alla superficie, perpendicolare a quella che si considera, è chiaro 
che, essendo 

L = asen9-{"^®os(p , a' = acos9 — Xsen9 , ecc.j 
si ha 

dL a , rfM 6 ,, rfN e . ,^ 

7- = cos© — aT , - — = cos© — 6t ,. -r- = cosq>— CT . (24) 

d(7 p da p da p ^ 

Queste sono, per così dire, le formolo di Frenet relative alla terna di di- 
rezioni, definita dal determinante ortogonale 

a a L z=zì 
ò b' tA 

e e N 

Moltiplicando le (24) una volta per a, 6, e, ed un'altra per a\b\c, si ot- 
tiene, sommando, 

cos 9 \i rfL ^ ,t/L 



Ora, poiché L = — Nj), M=r— Ng, dove N = l:[/l+j)« + g*, se si tien 
conto delle condizioni di ortogonalità pa-^-qb^r^c, pa'-H qb' = c , le ulti- 
me formolo diventano 

C0S9 / ^N .,ff/n / f/N ^,dq\ dfi .,/ dp ^ ,dq\ 

La prima formola non differisce dalla (11), della quale abbiamo cosi un'al- 
tra dimostrazione; la seconda ci dà 

raa + a (ah' Arbri) + ibV .^^^ 

T = ., , (25) 

e questa si può porre sotto una forma analoga alla (11) osservando che 

a=tAc-^Hb=^—tÌ(b-\-qc):=-'fÌ[pqa + (ì+q^)b] , 

ò' = Na— U= H(a+pc)= N[(l+p«)a + pg6] . 

Cosi si ottiene 

_ -(ra + sb)[pqa + (l+q^)b] + (sa + tb)[(l+p^)a + pqò] 
^- l + p' + q' 

e si ricade sulla condizione (20), caratteristica delle linee di curvatura, 
quando si pone t=0. 
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40. Per la ricerca delle proprietà di t è più comodo Tuso della (25) : 

a) Una prima proprietà si scopre subito osservando che, se alla dire- 
zione (a, 5 ,6) si sostituisce (a\b\c), a questa bisogna sostituire la dire- 
zione ( — a, — 6, — c)y dimodoché t non fa che cambiar segno. Dunque due 
linee d*una superficie, che s'incontrano ad angolo retto, hanno, nel punto 
d'incontro, torsioni geodetiche opposte nel segno, ma uguali in valore as- 
soluto ; 

b) Se (ai,&|,Oi) ed (a^i&j,(?J sono le direzioni delle tangenti alle 
linee di curvatura, si può sempre porre 

a = a,cosO + ajSen6 , a= — «^senO-l-^iCosO , 

ò = [focosi '[-b^sen^ , b'=z — òjSenO-f-^jCosO , 

Sostituendo in (25) questi valori, ed osservando che 

ra^a, + s(a^b^-\'a^b^)'\-tb^b^r=0 , 

si ottiene la formola 

T = ( 1 sen e cos (26) 

Vpi Pi/ 

che mostra chiaramente come varia t intorno a ciascun punto; 

cj Se al prodotto delle curvature normali nelle direzioni (a.b^c) ed 
(a\b\c) si aggiunge il prodotto delle torsioni geodetiche nelle stesse dire- 
zioni, dopo avere osservato che Tespressione 

{ra} + 2sab + tu') {ra^-r 2s ab' + tb'^) — {raa + 5 (aò' + ba) + M'Y 

si riduce identicamente ad (r^— s')N^, si ottiene l'importante formola 

K = -l-T«, (27) 

che si può anche stabilire servendosi dell'espressione (26) di t, e della for- 
mola di Eulero. Infatti a quest'ultima si possono dare le due seguenti 
forme 

= ( Isen'O , = ( )cos^-0 ; 

P Pi VPi Pi/ P-2 P \9^. PJ 

quindi , moltiplicando, si ha 

\P Pi/\P4 P/ 9 9 99 

41. Lìnee assintotiche; teorema di Snneper. La ricerca delle 
assintotiche è fondata sull'equazione 

rdx'^-\-2sdxdy-^tdy^ = , (28) 

esprimente che la curvatura normale di simili curve è nulla. Si vedrà in 
seguito che l'equazione precedente caratterizza (come la (21), che ha la 
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stessa forma) due sistemi semplicemente infiniti di superficie, le quali inter- 
secano la data superficie lungo le linee assintotiche. Del resto, per fare Io 
studio di queste linee, sopra una superficie data, non ò indispensabile cono- 
scere le loro equazioni , perchè, note le curvature principali della superficie, 
si hanno formolo per calcolare le curvature delle assintotiche. Noi non po- 
tremmo qui dimostrare, senza uscire dai limiti imposti a questo corso, la 
formola *) di Bonn et, che dà la flessione delle assintotiche in funzione di 
Pi e di p^; ma è facile dedurre dalla (27) il* seguente teorema di E n ne- 
per: la torsione delle assintotiche si calcola estraendo la radice quadrata 
della curvatura totale, cambiata di segno. Infatti per le assintotiche, come 
per tutte le curve che hanno le normali principali ugualmente inclinate sulle 
normali alla superficie (e quindi anche per le geodetiche), la torsione geo- 
detica non differisce dalla torsione assoluta; e però, essendo — =t, — =0, 
la formola (27) dà *=±:|/=I^^. * ^ 

42. Linee geodetiche ; forinole di TVeingarten. La definizio- 
ne (§7) delle geodetiche d'una superficie A^,y,^)=0 si traduce imme- 
diatamente nelle equazioni 

d^d^l£_d_dj^^J__d^dz^J_ 
ds ds ì^x ds ds ' òj/ ds ds'ì)z ^ 

in cui ^ è la lunghezza deirarco. Ben raramente accade che si sappia dalle 
(29) risalire all'equazione in x^y^gy con due costanti arbitrarie, atta a rap- 
presentare, insieme all'equazione della superficie, la doppia infinità delle 
geodetiche. Si può tuttavìa fare lo studio di queste curve senza conoscerne 
le equazioni in termini finiti, ed è particolarmente importante per le appli- 
cazioni il sapere come le geodetiche si comportano in regioni limitatissime 
della superficie. Posta l'origine sulla superficie, in M , si dirigano gli assi x 
ed y secondo le tangenti alle linee di curvatura; poi 
si consideri un arco MM' = a sulla geodetica definita 
dall'angolo 6, che la sua tangente in M facon ìilLx. 
Se fra le sezioni normali, che passano per M, si co- 
struisce quella che passa anche per M', si determina 
sulla superficie un altro arco MM'^ra-l-^. Il piano 
di questa sezione si suole in pratica assumere come 
osculatore alla geodetica, quantunque, per farlo diventar tale, yi sia da 
imprimergli una certa deviazione angolare e: questa, computata nel senso 
del moto degli indici d'un orologio, per un osservatore posto sulla parte 
positiva dell'asse e (normale principale), si calcola subito osservando che 
tg8=: — t;:t«, dove u e t; sono (VII, 13) le distanze di M' al piano normale 
ed al piano osculatore. Quindi, cambiando in a il ds delle formolo (19) del 




& 



.s 



precedente capitolo, si ottiene s=-^ — , vale a dire che Za deviazione £ è 
orp 

*) <( Geometria intrinseca » p. 163. 
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infinitesima del secondo ordine rispetto all'arco a Questa conclusione , cosi 
semplice e del resto prevedibile, chiude in sé una delle proposizioni fonda- 
mentali della Geodesia *). Nella pratica si suole anche, e con maggior ra- 
gione, trascurare 9, cioè considerare l'arco MM' misurato lungo una se- 
zione normale come un arco di geodetica, e ciò si giustifica dimostrando che 
5=«/j(78*, vale a dire che la differenza fra i due archi è infinitesima del 
quinto ordine. Questo ed altri importanti risultati si possono dedurre dalle 
formole di Weingarten, le quali danno le coordinate x,y^jg di M' in fun- 
zione di C7 e di 6. Siccome si ha, per le citate formole (19), 

si ottiene subito jsf=w, ed inoltre 

. ^ ^ cj'/cosO 8en6\ . 

.r = ttcosO — rsenO = (70086 — ^r-{ ]•{• ••• , 

op\ p * / 

cj'/senO , cos6\ , 

y =:w8enO + oco86=GrsenO — --( )+••• • 

op\ p 1^ / 

D'altra parte, in virtù del teorema di Eulero, e della formola (26), ricor- 
dando che per le geodetiche è t= — , si ha 

008 send cosO senO cosO 

P * "" Pi ' P * " 

Dunque 



a? 



=('-^+-)'=°«'^ ' y=('-è7k+-)^"<> ' ^=|+- 



43. Per finire proponiamoci, come esercizio, di determinare le assintod'che e 
le geodetiche d'una superficie di rotazione: 

a) Preso Tasse di rotazione come asse z^ sia z = f(x)^ nel piano ccz^ Te - 
quazione del meridiano: Tequazione della superficie è z=f{K)^ con R=J/a?*4"y*- 
Ne segue, derivando, 

i>=|r(R)=^9(R) . q=^fm=ym)i 

poi 

'•=9(R)+|%'(R) , »=f^9'(R) , <=9(R)+|%'(R) • 

Ora l'equazione (28) diventa 

(dx* + d},*)<f{R)-\-{xdx + i/di/)*'^^=0 , 
ovvero, facendo oso di coordinate polari , 

(dR»+R»de»)<p(R) + R(p'(R)dR»=0 ; 



*) Pucci « Fondamenti di Geodesia » (voi. I, p. 102). 
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quindi 

.de^l/__rCR) 



±- 



■ dR r RAR) 

Nel Calcolo integrale si apprenderà a risalire da questa equazione ad un'altra, in 
teroaini finiti, c±0=F(R), che rappresenta due famiglie di curve, proiezioni 
delle assintotiche sul piano deirequatore. 

b) Solo in casi specialissimi è possibile la completa determinazione delle 
geodetiche; ma si può tuttavia pervenire, nel caso generale, a trarre dalle (29) un 
notevole teorema, che agevola molto la discussione delle geodetiche e permetto di 
rendersi conto del loro andamento sulle superficie di rotazione. Infatti si deve avere 

d dx d dy d dì/ d dx 

ds ds' ds ds' ' ds ds ds ds 

Oy ancora, successivamente, 

d l dy dx\ ^ dy dx 

dove e è una costante arbitraria. Sia ^ Tangolo d*una geodetica col meridiano, 
e si noti che, essendo — senO , cosO ,0 i coseni direttori della tangente alparal- 

dx dy dz 
lelo , e -r^-Ti^r ^ coseni direttori della tangente alia geodetica, si ha 

ds ds ds 



sen 



^dx . ^dy \ f dy dx\ 

V = — senO-— + costì --=•—( a;- y— - | , 

^ ds^ ds R\ ds '^ ds] 



cioè Rsen4'=c. Dunque le geodetiche d'una superficie di rotazione incontrano 
1 meridiani sotto angoli, il cui seno varia , lungo ciascuna geodetica , come ìa 
curvatura dei paralleli. Questo teorema, dovuto a Clairaut, è utilissimo in 
Geodesia. Esso impone dei limiti alla regione solcata dalle geodetiche corrispon- 
denti ad un dato valore (non nullo) di e. Infatti R non può diventare minore di 
e, in valore assoluto, e però, se immaginiamo che si percorra una geodetica nel 
senso in cui vanno decrescendo i paralleli, la curva andrà deviando sempre più 
dai meridiani, per accostarsi ai paralleli, e finirà per toccare il parallelo di raggio 
e , senza poterlo oltrepassare. 



CALCOLO INTEGRALE 



IX. L'INTEGRAZIONE. 



1. Si chiama integrale di f(x)dx, e si rappresenta coq Sf(^)dXf ogni 
funzione F(x), che ha per differenziale f'(x)dx. In altri termini, quando 
si scrive Sf(x)dx = 'E{x), si vuole affermare che f(x)dx:=^d¥(x). Siccome 
da queste due uguaglianze' si deduce, eliminando F o /*, 

f{x)dx=dSr(x)dx , SdF{x) = F(x) , 

sì vede che i segni d e / si elidono a vicenda ; e però , se si chiama inte^ 
ff razione l'operazione, rappresentata dal segno /, mediante la quale, data 
fj si trova F , si può dire che Vintegrazione è l'operazione inversa della dif- 
ferenziazione. Già è noto (11,27, a) che, se P(a?) è una funzione che am-. 
mette il differenziale f(x)dx, tutte le altre funzioni analoghe sono rappre- 
sentate da F(x*) + U , dove C è una costante arbitraria ; ma la differenza 
dei valori che l'integrale Sf{x)dXy corrispondente ad un dato valore di C, 
prende negli estremi d*un dato intervallo (a,(), è perfettamente determi- 
nata, giacché nel formarla sparisce il valore di G. A tale differenza, che si 

rappresenta con l f{x)dx, si dà il nome di integrale definito (fra i limiti 
a e b)j per distinguerla dall' integrale tne7e/{mto }t{x)dx* Adunque 

/}(a?)da; = F(^) + C , j}(co)dx = F(b) — F(a) ; 

ma queste definizioni non sono soddisfacenti, perchè nulla ci dicono sull'e- 
sistenza dell'integrale, né sul modo di calcolarlo; esse sono da ritenere piut- 
tosto come definizioni di simboli, e però noi cercheremo di trasformarle in 
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altre , che valgano a definire le operazioni stesse rappresentate da quei 
simboli. 

2. Prima, per ottenere un'interpretazione dell'integrale definito, osser- 
viamo che V\x)^fix), ed applichiamo il teorema di Lagrangia (11,25) 
in n intervalli h^,h^^...,h^j nei quali si è arbitraria- 
' J\^^ i^ "."'.'.. \^^ ' mente spezzato l'intervallo (a, 6). Chiamando a^ un de- 
terminato valore appartenente all'intervallo (x^i ja:.), 
di lunghezza A^, e P,- il corrispondente valore di f(x)j si ha 

F(a'.)-F(«)=A,p, , F(ag-F(^.) = ^p,,...,F(6)-F(uv.,) = A,p, . 

Sommando si ottiene F(6) — F(a) = a,, dopo aver posto 

Dunque, se si fa crescere n air infinito, si può scrivere i f(x)dz^=ìim(j^^ 

cioè il valore dell'integrale si può considerare come limite della successione 
9|,or,,93,..., i cui termini sono, del resto, tutti uguali fra loro. Ciò pre- 
messo, vogliamo dimostrare che, se la funzione f(x) è continua, si può ad 
ogni tfj sostituire un numero qualunque delV intervallo (x^.^ ,Xj), purché si 
supponga che, nel crescere di n all' infinito, tutti gli intervalli parziali ten- 
dano simultaneamente a zero. Infatti, trovato quel numero A, che, in virtù 
del teorema di Cantor (1,29), si può sempre far corrispondere ad ogni nu- 
mero positivo e, e supponendo che Ai)A,,...,Am siano stati già resi tutti in- 
feriori ad A y si avrà, per qualunque valore f^ che la funzione assume Del- 
l' intervallo A* , | /i — P J < e. Dunque, posto 

T. = A,A + A,/; + - + A,/«, 
si avrà pure 

1 1 

Ne segue, osservando che (6 — a) e si può rendere piccolo quanto si vuole, 

\\m'v^=:\ma^:= I f(x)dx , 

vale a dire che anche i numeri Ti,Tj,T3,... (che non sono più tutti uguali 
fra loro) tendono al valore dell'integrale. 

3. Definizione dell'integrale. Ora, lasciandoci guidare dalle pre- 
cedenti considerazioni, e largheggiando il più che sia possibile nelle condi- 
zioni che avremo da imporre, siamo in grado di formulare la seguente defi- 
nizione: « Se, qualunque sia il modo di dividere l'intervallo (a, 6) in inter- 
valli A, ,A,,...,A^, i quali tendano a zero quando n cresce all'infinito, e 
qualunque siano i valori /i, A, .../),, compresi fra i limiti (inferiore e su- 
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periore) di f{x) in ciascuno dei predetti intervalli (non esclusi i limiti stes- 
si), la somma Aì/'ì + *ì/Ì + -*' + A„/Ì, tende sempre ad uno stesso limito, 
questo si chiama V integrale definito di f(x)dx fra a e &, e si rappresenta 

con / f(x)dx ». Se poi al limite &, supposto variabile, si sostituisce Xy la- 
sciando arbitrario il limite a, si ottiene la definizione dell'integrale in^ 
definito F(a;). 

4« Fra le proprietà generali degli integrali notiamo subito la seguente 
kf(x) dx = k j f{x) dx , {k costante) 
immediata conseguenza della definizione, come anche Taltra 

b b à 

I (U'}-V'\'*>*)dx'= I udx+ I vdw-^- "• , 

a a a 

evidentemente vera fintantoché le funzioni u,v,... di x sono in numero fi- 
nito. Ora conviene sbarazzare la nozione d* integrale dalle varie restrizioni 
che ancora racchiude: 

aj E prima di tutto, per non essere obbligati a supporre a<&, con- 
veniamo che sia, in ogni caso, 

à a 

convenzione questa ben naturale se si riflette che, quando V intervallo b — a 
8Ì considera come negativo, tali conviene anche supporre che siano gli inter- 
valli A|,A, ,... nei quali va suddiviso, mentre restano inalterati i corri- 
spondenti valori fiifi, Dopo ciò è facile dimostrare che si ha sempre 

Jf .S Ji 

(2) 



/=./+/■• 



proprietà evidente quando e è compreso fra a e &. Nel caso opposto, se per 
esempio si ha a <& <c, si ottiene subito, osservando (1), 

^ —.e ^c e 6 

<k a o Ok e 

b) La definizione di I f{x)dx richiede che f(x) sia finita nell'in- 
tervallo d'integrazione (a, 6); ma questa restrizione si può togliere in parte 
convenendo di porre, quando f(x) diventa infinita in uno o più punti e, 



/=Um / + ìino I . 



e +11 

cj Si danno anche integrali estesi ad intervalli infiniti ; ma essi deb- 

32 
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bono essere considerati come limiti dei valori di altri iategrali, estesi ad in- 
tervalli finiti. In altri termini si ha, per definizione, 



ed inoltre 



/ = lim / , /=lìm / , 

f-hf 



È facile constatare che le proprietà (1) e (2) sussistono anche per questi 
integrali. 

d) In seguito alFultima definizione non è lecito considerare un inte- 
grale « esteso ad un intervallo infinito, come il limite d*una somma h^f^ + 
&,/*, + **' * Giova tuttavia segnalare un caso, abbastanza generale, in cui, 
dopo avere spezzato V intervallo (a , oo) in infiniti intervalli A^ , A, , A3 , . . . , 
tendenti a zero, ed aver preso in ciascun intervallo A^ , fra i limiti di f(x) 
in questo intervallo, un valore /) , si può affermare che 



/' 



Ciò accade quando, nel dividere con la medesima legge un intervallo qua- 
lunque (^,00), si trova come limite della somma analoga una quantità p(x), 
tendente a zero per x infinito. Infatti è chiaro che si ha 

/»* «• 

r(x)dx=p{a)-p(^,/) , jr{a-)dx=p{a) . 

5. Tra le infinite possibili divisioni dell* intervallo (a,&) la piìi semplice 
è senza dubbio quella in parti uguali, per la quale si ha 



T,=M/;+/;+-+/-j=(6-«) ^'+^'+'"+^" . 



e conseguentemente 

Hm f^■rft-^'•'■\■fn _ ^ 
-=- „ —b— 



-Jn.)dco 



Per questa ragione si dà al secondo membro il nome di vahr medio di fix) 
nell'intervallo (a,&). Siccome tutti i numeri f^ sono compresi fra il limite 
inferiore \ ed il limite superiore pi di /'(a;) in (a,&), altrettanto si può dire 
della loro media aritmetica, e per conseguenza anche il valor medio di f{x) 
è compreso fra X e p. Ciò premesso si consideri la funzione 

¥{x)=Cf(x)dx , 

ed attribuito ad x un incremento h si osservi , ricordando la proprietà (2), 
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che si ha 



F(a^+?i)^F(,T)=J'nx)dx=hr, , 



dove /i, valor medio di f{x) in (x,x + h), si conserva finito nel tenderò 
di A a zero, dimodoché ì\m¥(x + h) =¥(x). Dunque la funzione F(x) è 
continua. Si può affermare qualche cosa di più quando è continua la fun- 
zione da integrare, perchè allora X e ji sono (1,28) valori di f{x) in (a, 6); 
e nel passare dall'uno all'altro f(x) diventa certamente uguale (1,26), al- 
meno una volta , al suo valor medio , sicché , per un conveniente numero ^ 
dell* intervallo (a,&), si ha 



/' 



ncc)dx = (ò^a)r(Ì) . (3) 

Ed ora è facile dimostrare che la definizione dell* integrale, data nel §8, 
concorda con quella data in principio, in quanto che la derivata di F(x) 
è f(x). Infatti, se si applica la (3) neir intervallo (a;,rr + A), si ottiene 
P(a; + A) — F(a;) = A/*(4)» dove 4, compreso fra a; ed a: + A, tende ad x 
quando h tende a zero. Ne segue 

F.(.)=um!:(^±f=l^=ii.r(4)=/-(.) . 

Dopo ciò è chiaro che la formola (3) non è che l'espressione del teorema di 
Lagrangia, applicato air integrale indefinito. Solo quando f(x) è discon- 
tinua la nuova e l'antica definizione possono trovarsi in disaccordo; ed ef- 
fettivamente si dimostra *) che l'integrale di f(x)dx, secondo il nuovo con- 
cetto, pìÀÒ non esistere, quantunque f(x) ammetta una funzione primitiva. 

6. Teorema. Affinchè esista j f(x)dx è necessario e sufficiente che 

si possa formare una divisione delVintervallo (a ,b) in intervalli h^ , h^, ... , h^ , 
tale che, chiamando Ot l'oscillazione di f(x) in h|, la somma 

a>,= AA + ^A + --+AA 

abbia per limite zero quando i detti intervalli, crescendo in numero, tendono 
simultaneamente ad annullarsi. « 

a) Se l'integrale esiste, vuol dire che la somma T=2ì*</i ^^ ^^ l'i" 

mite, sempre lo stesso, comunque si scelgano i numeri /) nei rispettivi in- 
tervalli. In particolare, quando si mettono per At/si'-*i/'n ^^^ \6lia, i li- 
miti superiori nei corrispondenti intervalli, ed un'altra i limiti inferiori, si 
ottiene, sottraendo, lima)„=:0, qualunque sia il modo di spezzare l'inter- 
vallo (a ,6) in parti infinitesime; 



*) Volterra, a Giornale di Baltaglintì) (1881, p. 334). 
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b) Inversamente, se limco^ = per qualunque modo di divisione, le 
somme ^ ^„ 

non possono tendere a limiti differenti. Consideriamo infatti la divisione in 
intervalli Ai,A,,...,A^, operata mediante i punti delle due divisioni. Un in- 
tervallo h' consta d'uno o più intervalli A, e se in ciascuno di questi si 
prende ad arbitrio un valore / , compreso fra i limiti estremi dei valori di 
f{x), si ha 

+ km; - u) + K..{r, - u) + • . • + K(r; - o . 

La seconda parte di questa somma non supera, in valore assoluto, il pro- 
dotto di 0^ per A^M + *r+3 + ••• + *« = *<• Dunque 

T;, = T, + Pn' 1 <-='rn + p:" , 

dove 
Ne segue 

Ora , poiché a>'^, ed to^» tendono a zero quando tutti gli intervalli parziali 
tendono ad annullarsi, anche t'^* — t||« tende a zero, e però non può t^, ten- 
dere ad un limite senza che t^» tenda allo stesso limite; 

cj Vogliamo inoltre dimostrare che t„ tende necessariamente ad un 
limite quando to^ tende a eero. Dato e positivo e piccolo quanto si vuole, si 
può trovare un numero $, tale che, quando gli intervalli h siano tutti mi- 
nori di 5, si abbia w^<e. Possiamo supporre che, crescendo n, gli inter- 
valli h finiscano per mantenersi costantemente inferiori a ^, e diventino 
una volta A'^,A'^,...,A'„m ed un'altra A",7(tj[,...,A'^«. Siene t„, e t^« i cor- 
rispondenti valori di t^, ed w^mW^« quelli di co^. È chiaro che a queste 
somme si possono applicare le considerazioni fatte precedentemente per le 
t' e t", e scrivere 

per ogni coppia di valori di n ed n", superiori ad un certo numero. Dun- 
que *) T^ tende ad un limite finito; 

d) Ci resta soltanto da far vedere che, quando la somma o)^ tende a 
zero per un determinato modo di spezzare (a,b) in parti infinitesime, essa 
tende a zero per qualunque altro modo di divisione. Se , per una data divi- 
sione in intervalli A'^,^^. *.. ^ A^m si ha lima>'^. = 0, si può, dato e, sup* 



*) a Analisi tUgebrica » p. 97. 
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porre che ti)'^, sia già stato reso inferiore ad t; poi, in un altro modo di di- 
visione, si può sempre supporre che gli intervalli parziali A",A^,... ,A'^#' 
siano già diventati minori di — ; , chiamando t) un altro numero positivo , 

arbitrariamente piccolo. Ciò premesso , consideriamo la divisione in inter« 
valli h^yh^^,..^h^^ ottenuta mercè i punti delle due divisioni. Si ha 

ovvero, osservando che 0^,^,0^^,,..., 0, nx)n superano 0^, 

poi, sommando, (h'^.^ko^. D'altra parte si consideri to'^s. Questa somma 

ha in comune con (o^ tutti i termini corrispondenti ad intervalli A", neir in- 
terno dei quali non cadono punti della prima divisione. Gli altri termini di 
f3>^,é sono in numero minore di n' , appunto perchè corrispondono ad inter- 
valli h'\ in ciascuno dei quali cade almeno uno degli n — 1 punti della pri- 
ma divisione; e poiché ciascuno dei detti termini è inferiore al prodotto di 
firn' per un*oscillazione, che certamente non supera l'oscillazione totale 
di f(x) in (a,&), la loro somma è inferiore ad t)0. Dunque 

Se gli intervalli continuano ad impicciolire, l'ultima disuguaglianza non cessa 
di esser vera, vale a dire che (oj^« diventa e resta inferiore alla quantità 

s + iqO, arbitrariamente piccola. Dunque lima)||«=0. 

7. Vi è un mezzo assai semplice per constatare l'integrabilità d'una 
funzione f(x) , in base al criterio precedentemente dimostrato. Dato un nu- 
mero positivo e, sia l^ la somma di quelli , fra gli intervalli h^.h^y ... ,h^^ 
nei quali l'oscillazione di f(x) supera e. L'oscillazione di f(x) in ciascuno 
di questi intervalli non supera l'oscillazione totale 0, e negli altri inter- 
▼alli parziali, la cui somma è 6 — a— Z„, essa non supera e. Dunque 

Se limZ^ = per ogni e, si può, dato un numero. positivo t), piccolo quanto 
si vuole, prendere {b — a)e=V3t), determinare la corrispondente somma 2„, 
e far crescere n finché sia e resti 02^<V3'V). Allora sarà pure a)^<iQ; 
quindi lim 0)^=0. Beciprocamente, quando è soddisfatta questa condizione, 
siccome si ha a>„> e?., è limZ„=:0 per ciascun valore di e; vale a dire che 
si potrà, per ogni numero positivo y) , far crescere abbastanza il numero degli 
interyalli parziali affinchè finisca per essere l^Kri. Adunque per Vintegra- 
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bilità d'una funeione occorre e basta che, per ogni coppia di numeri posi- 
tivi e ed xi, arbitrariamente piccoli, si riesca a spezzare V intervallo d'in- 
tegraaione in guisa che la somma degli intervalli parziali, nei quali T oscil- 
lazione della funzione supera e , sia minore di v). 

8. Se, per esempio, f(x) è continua, il teorema di Canto r ci dice che 
si può, dato e, rendere gli intervalli A^,A,,...,A^ sufficientemente piccoli 
perchè in tutti T oscillazione di f{x) sia minore di e; ed allora si avrà 
/^=0. Dunque ogni funzione continua è integrabile. Ma è chiaro che anche 
le funzioni discontinue possono essere integrabili: tali sono, per esempio, le 
funzioni generalmente continue (1, 22, a) , giacché i punti di discontinuità , 
in numero finito, si possono chiudere in intervalli arbitrariamente piccoli. 
Integrabili sono anche le funzioni con infinite discontinuità ^ tutte le volte 
che i punti intorno ai quali cadono infiniti punti di discontinuità, neirinter- 
vallo d'integrazione, sono in numero finito. Infatti , isolando prima questi 
punti in intervalli piccoli quanto si vuole, restano altri punti di divisione, in 
numero finito, i quali si possono chiudere alla loro volta in intervalli arbitra- 
riamente piccoli; e la somma di tutti questi intervalli (i soli che possano 
contribuire alla formazione di IJ è piccola quanto si vuole. In parecchi al- 
tri casi *) una funzione è integrabile malgrado le infinite discontinuità che 
può presentare lungo T intervallo d* integrazione; ed è facile *) dimostrare 
che delle sole funzioni totalmente discontinue si può dire che non sono mai 
integrabili t perchè, prendendo e sufficientemente piccolo , vi sarà sempre 
almeno un intervallo infinitesimo, in cui Toscillazione si manterrà maggiore 
di e. Ad ogni modo si vede che, se la continuità è condizione sufficiente per 
Vintegrabilità, essa non è necessaria. Invece si sa (II, 2, d,^) che la 
continuità è condizione necessaria per la derivabilità, ma non è suf- 
ficiente. Adunque il campo delle funzioni integrabili include quello delle 
funzioni derivabili, ed è assai più esteso. Nondimeno Tintegrazione è un'ope- 
razione di gran lunga più difficile, praticamente, della derivazione; e, men- 
tre si hanno regole generali per derivare qualunque funzione data, non si 
conoscono, per integrare, se non alcuni piccoli espedienti, i quali tuttavia 
sono largamente sufficienti per le integrazioni che occorrono nella prati-> 
ca, ed abilmente adoperati conducono a risultati importantissimi anche 
nell'alta Matematica. 



9. Integrazione diretta. La regola che prima si presenta per cal- 
colare un integrale è quella che risulta immediatamente dalla definizione 
stessa, ed il modo più naturale di applicarla consiste nel dividere in n parti 
uguali h l'intervallo d'integrazione (dimodoché sia nh = b — à)j prendendo 



*) D i n i <x Fondamenti , ecc. » (pp. 245-249). 
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per ciascun interrallo parziale il valore della funzione in uno degli estremi : 

» 
lr(a>)da>=zì^h\fia-{-h)+r(a+2h) + ria-{-3h) + ... + r{a+nh)\ , (4) 

Ma altri modi di divisione si possono immaginare, che riescono talvolta più 
convenienti. Per esempio, se a>0, si potrà porre 03" =& (con 2>1 ten- 
dente ad 1 per n infinito) , e si avrà 

fn^)d^^ = ^ì^^a(q^l)\r{a) + qnaq) . (5) 

a 

10. Esempii: a) Se fXx)=:e"'^ si ha, applicando la (4), 
/e'da;=liinA(c* + «*'H [-c"*) = («"— l)lim-jA.-=c*— 1 . 



In forma indefinita /c^rfa?^ e* -{-C. 

b) Ecco an caso io cui h più utile la (5) : 

» 

/ — = Iimn(g— l) = limn(|/ l| = log— . 

Analogamente si ha 

I ìogxdw=^\ìmy.(aq*'--'aq*'^)ìog(aq^) 

J 3=1 *• 

= a;loga7 — aloga — (x — a)lim — ^ = a?(loga? — 1) — a(loga— 1) . 
In forma indefinita 

— =loga? + C , /]ogo7da7 = (Ioga? — 1)4-0 . 

cj II calcolo precedente non è più applicabile qaando a = 0; ma dal risul« 
tato ottenuto si deduce subito, ricordando (§5) la necessaria continuità delle fun- 
zioni integrali , 

/logapda? = fl:(loga?— 1) — lima(loga — l) = a?(]ogaf — 1) . 



A ciò 8i perviene immediatamente se si adotta il modo di divisione (4), giacchi 
(111,18,6) si ha 

loga?cte = limMog(n!A") = lijno — (nlogn — n + ... + nlog — J = a;(loga? — 1) 
' o 

dj Facile h il calcolo dell'integrale J \og8enxda) qaando si conosce la for» 
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mola *) 



sen-— sen-— sen-— ...sen — ==_L_ /fi\ 



2' 
Infatti , posto nA = 7s^> si trova 



-'/f'^ . ,. ., »/« 



in 

O 



/logsenxdx==limAlog~—== — lira log -^nz — Ya^^<>? 

*o 2 '' 

Quanto alla (6) si può, per dimostrarla, partire dalf identità 

(a;— l)(a? — o>)(x — o>*)...(a? — a)'*-*) = a?-— 1 , | 

2ir 2« 

in cui o>=:cos f- isen — , ed osservare che si ha, per x= 1 , dopo aver diviso i 

fi n 

per X — 1,(1 — o>)(l — o>*)...(l — a)'*'"*) = n. D'altra parte il modulo di 1 — co* 
Dunque 



è 2 



sen- 
n 



w 2fc 3iz (n — 1)« n ,_^ 

sen — sen — sen — ...sen ■ '=-^^ . (7) 

n n n ne 



Da questa formola si deduce la (6) osservando che al primo membro si può anche 
dar la forma 

« (n — l)ir ^ 2tz (n— 2)« ^ (n--l)« « 

2sen ;r- sen ^^ — ^7— ^ — . 2sen -— sen — • • . 2sen sen -- 

2n 2n 2n 2n 2n 2n 






(n — l)n\» 
• sen- ' 



2rt / ' 
e che il primo membro di (6) è per neces8it& positivo. 

e) Per calcolare | c~" do? dividiamo l'intervallo («.oc) in intervalli tutti 
nguali ad A, e cerchiamo di calcolare il limite p(x) di 

h (c-("*»)*4- e-<«*»*>'4- e-<"*»>*+ ) 

per h tendente a zero. Posto «~* =g, è facile calcolare p(0) servendosi della 
formola (III, 24, d) 

lim K 1-7(9' + ?• + ?• + •••) = V, »/^ . 
Si ha infatti 

Ora, poiché e"'***' <«"" .e"' , è chiaro che 

0<p(x)<p(0)«-*' , limp(x) = 0; 
e però, ricordando ciò che si h detto innanzi (§ 4, £2), si può affermare che 



*) Per la dimostrazione di varie interessanti formoie, analoghe a questa, vedi il a Lehrbuch 
der Algebra » di Weber (t. I , p. 424 , e seguenti). 
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/;; Similmente, per calcolare / da), bisogoa sapere (1,4,/) che si ha 



"^ 



8enA + V,sen2A+ VaSenSA^- = */,(« — A) 

purché A, positivo, sia minore di 2«. Ne segue subito 





Si noti che si ha pure 



/ seno; , ,. ''^ 
f aa?=:lim — 



X 'k^ 2~ "^2^ 



• A' "^ 

quindi 



J !!^ cte == lim -i Uen'h + V, sen«2A + V, 8en«3A + \ 

= Iim(8en2A + */\j8en4A + *;3 8en6^-|- ) ; 

r Bell'ex , ,. « — 2h « 
J X* *=o 2 2 

g) Proponiamoci ora di calcolare T importante integrale / a;**"*^''*^^?, che 

SI chiama integrale euleriano di seconda specie : il suo valore ò il limite, per h 
tendente a zero, di 

A»^(p-V + 2»*-V-'* + 3**""V^ + ) , 

cioè, ponendo e"* = ^, e richiamando un precedente risultato (III, 24, y), 

«mA«'(l<-'g + 2i'-'2« + 3''-V + ...) = rOi)lim(j-A_^''=r(,0. 
Dunque 

hj Dalla nota *) proprietà r(a))r(l — <c)=ir:senna; si deduce, tenendo 
conto della formola (7) , 

r(l)r(l)...r(!^)=- "^ J^^Tl , 

\nj \nj \ n / ./ ' g" (n^TyS Yn 



I / ir 27r 
1/ sen — sen — . . 
f n n 



n 



come, del resto, si può anche direttamente dedurre dalla definizione stessa della 
funzione F. Ciò premesso, si ha 

limAlogr(A)r(2A)...r(nA) = lim — W— l)logJ/2S — logj/iij , 

e per conseguenza 

/logr(a?)rfa?=logJ/2« . 



*) a Analin algeMca v p. 485. 

33 
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Ora si pDò, seguendo Lerch, calcolare, più generalmepte, il medesimo integrale 
fra i limiti fu e fu 4" ^- Designiamone il valore con /'(fi.) , ed osserviamo che 

r(p)=J ^J , r(f*)=iogr(fi+i)-iogr(|i)=iogfi . 



Ne segue, in virtù d'un risultato precedente, /■Oi) = |A(log|i — 1) + A^)> ® si 
giunge così alia forinola dì Raabe 

logr(a:)da? = p.logp. — fi+logJ/27r • 



f 



11. Integrazione immediata. Il metodo indicato e svolto nei pa- 
ragrafi precedenti è, nella maggior parte dei casi , praticamente inattuabi- 
le, in quanto che ci manda incontro a difficoltà {ricerche di somme)^ per su- 
perare le quali occorre appunto *) la conoscenza della funzione primitiva F 
della funzione / da integrare. I vantaggi che sembra presentare la doppia 
arbitrarietà del modo di spezzare T intervallo d'integrazione in parti infini- 
tesime, e della scelta dei valori della funzione, sono puramente illusorii. In- 
fatti, qualunque legge si segua per la divisione dell' intervallo, è ovvio che 
il miglior modo di scegliere i valori di f consisterebbe proprio nel prendere, 
per ciascun intervallo parziale, quel valore di /*, il cui prodotto per la gran- 
dezza dell'intervallo è uguale all'incremento che subisce F da un estremo 
all'altro dell'intervallo stesso, giacché. in tal modo la somma di cui si do- 
vrebbe cercare il limite risulterebbe immediatamente uguale al^yalore del- 
l' integrale. Con ciò si vede che quel metodo, per l'eccessiva generalità sua, 
non ci fornisce un mezzo preciso per vincere la difficoltà essenziale, che ri- 
siede appunto nella conoscenza della funzione primitiva F. Miglior consi- 
glio è dunque affidarsi alle conoscenze già acquistate nel calcolo delle deri- 
vate, e scrivere inmiediatamente 

/co$xdx = Beux-\'C , lsenxdx = — cosa; + C , / — i-==tg^ + C, 

/* dx P dx 

poi, tenendo sempre presenti i valori di questi otto integrali, cercare di ri- 
durre ad essi, con opportuni artificii, tutti gli altri che si ha l'occasione di 
incontrare nella pratica del calcolo. 

12. Esempii : a) Spesso s' incontrano integrali della forma 



/ 



-=log« + C 



*) « Analiti algebrica » p. 287. 
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Per esempio 



igxdx=— I = — .Iogco8a; + C = log 



cosa? 



J sena? f x x f . x 2 

1/ Sen— -COS-rr «/ tg-rr 



2 ™ 2 '^ *^"2 



/f^=/('-r^)"^='-""«a+'')+'= 

S^ Sono anche frequentissimi gli integrali della forma 



Per esempio 

xdx 



/p 



,=_^/i_^.+c. 



Similmente, se sì osserva che fudu = */,u*-}-C, si ottengono i risaltati 

y^^^'ix = V.(aPCsena;/+C . y|^dx = V.(arctg*)« + C ; 

c) Altri esercizi i: 

y;g'xix=J^^d^=J^-ycte=:tgx-<r + C , 

/cos'«(te== Vi/(1 +<^<>s2a?)cfa?== Vj« + V«J*c<>82a:cte = Vi (* + sena? cosa?) +C • 
Più generalmente, fondandosi sulla formola di trigonometria 

cos mx cos na? = Vi (^o® (^^ — n) re + cos (m + ») a?) , 

si può calcolare qualunque integrale della forma J*co8aa;.cosPa?.cosYA;...e/a?. Per 
esempio, dato a calcolare /cosa;cos2a7cos3a7c/a?, si ha 

co8a?co82a? = Vs(cos.ip + co83x) ; 
quindi 

cosa:cos2a?cos3a?= V4(l + cos 2a? + cos 4a? + cos 6a?) ; 
finalmente 

/cos X cos 2a? cos 3a? dx = V* (^ + Vi ^en 2a? + V i sen 4a? + */o sen 6a?) + C . 

13. Integrazione per sostituzione. Per calcolare Sf(x)dx è spes- 
so conveniente assumere un' altra variabile t = (^(x). Se da questa rela- 
zione si può ricavare a? =+(0» dimodoché dx==^'{t)df^ è chiaro che 
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e può darsi che questo secondo integrale sia più facile a calcolare. Se la 
prima integrazione si estende fra i limiti .a e ò, la seconda dovrà estendersi 
da 9(a) a 9(6), purché^ varii, fra questi limiti, sempre in un senso, osi 
mantenga continua, nel qual caso si potrà evidentemente scrivere 

jficc)dx = j¥{t)dt , (8) 

rappresentando, per brevità, con F(0 la funzione t\^{t))^'{t)' Se, invece, 
mentre x varia sempre in un senso da a fino a 2), / varia prima in un senso 
fino ad x = c^, poi in senso opposto fino ad x=:c^y ecc., bisogna scindere 
la seconda integrazione in due più integrazioni, estese ad intervalli, io 
ciascuno dei quali sia soddisfatta la condizione che t varia, con continuità, 
sempre in un senso; e si avrà 

jf{x)dx^j¥,{t)dt + j¥,{i)dt + ... , 

chiamando ^i(t) la F(^), calcolata in base air espressione ^^{t) di x nel- 
l'intervallo {a,c^), come ^^{t) è calcolata in base alPespressione ^^{t) di x 
in (e^i,c,), e cosi via. Per esempio, se t, nel variare di a? da a fino a ò, par- 
tendo dal valore a = (^{a) ritorna a questo valore « = 9(0) passando (ne- 
cessariamente) per un minimo per un massimo ^ = 9(0), è chiaro che i va- 
lori di X neir intervallo {a, e) saranno rappresentati da una funzione ^i(Of 
e da un'altra funzione ^^{t) nell' intervallo (c,2)), giacché ad ogni valore di 
ty compreso fra a e p, debbono corrispondere due valori di x. Ne segue 

fnx)dx=fF,{t)dt+ f^.{t)dt= f{¥,{t)^¥,{t))dt , 
•i ^ *^p ^i 

mentre, se non si avesse cura di fare questa osservazione, si potrebbe essere 
condotti ad affermare erroneamente che V integrale è nullo, perchè 1=0. 

Ciò valga a mostrare la necessità, quando si vogliono stabilire i limiti della 
nuova integrazione, di studiare attentamente il modo di variare della nuova 
variabile. Se poi questa avesse discontinuità, per esempio una discontinuità 
ordinaria nel punto 0; = ^, è chiaro che si dovrebbe scrivere 

/b 9(c-0) 9(6) 9(6) 9(c.o) 

flx)dx— l¥{t)dt+ J¥{t)dt= J¥{t)dt'-- l¥(t)dt . 

" a • q>(a) ' 9(C40) • 9(a) * (jKc-0) 

Ciò accade, in particolare, quando 9(2;), cambiando segno, diventa infinita 
per x=:Cy nel qual caso si ha 



ff(x)dx=z f¥{t)dt+ f¥{t)dt , 

» 9(*) X» 
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pervenendo cosi ad un valore generalmente diverso da quello che si otter- 
rebbe applicando ciecamente la (8) , giacché ne differisce per 

F(±oo)-F(=Foo), 
se F(Q è l'integrale indefinito di Vifidt 

Ì4. Esempii: a) Ponendo successivamente ro=a^,a:^,a(l — ^),log^, si 
calcolano i seguenti integrali : 

p dx \ n dt 1 ,,,^ 1 .«?.n 

J a} + x^ aj ì + t^ a * ^ a ^a^ ' 

/d^ l r dt .1 , ^ , 1 a . ^ 
r=r — ==P-— /— r=: = ± — arccos^ + Q=± — arccos hC • 

I — = ni 1 =zfcarcco8f+C = ±arcco8 \-C , 



f^^.^fj^ = ^^<^^S^+^ = ^^^^^^^ 



Nel penultimo esempio si debbono prendere i segni superiori o i segni inferiori 
secondo che a h positivo o negativo. Lo stesso si deve fare nel precedente, se- 
condo che si vuole estendere IMntegr^zione a valori positivi o a valori negativi di 
x; e del resto dall'uno airaltro di questi casi si passa cambiando ^ in — a?, ed 
osservando che arccos(— ^) = w — arccoso?. Il doppio segno si deve ai radicali 
quadratici y perchè questi si suppongono presi sempre col segno -{- , sicché, per 
esempio, si ha J/c5*=|a; | ^^c, e non ycx*=xyc. 

b) Mercè la sostituzione a;r=cosO si calcolano questi altri integrali: 



A/i±fd;r===-2rcos»4^» = -(® + 8en^) + C==arcsena; — Kl—a^'+C' , 
1 — X %f 2 

/1/r^l?dfl?=— Aen'6d6 = — \,(6— sen6cose) + C=:V,(arcsena? + xJ/nr^)^C' , 

/* ^ =— /cos'Orfe = ~* ,(6 4-sen6cosO) + C==Vi(arcsenrc — a7j/r^"^)4.C' . 

\/\ — x^ J 

P dx 

e) Per calcolare 1 si può porre a7 = cot6: l'integrale sitrasfor- 

J |/l + OJ' 
ma in 

— i=logcot-~-f C = log — ' — UC . 

senO ^ 2 ^ ^ senO ^ 

Dunque 

f,,^— =log(a; + Kr+^) + C . 
J |/l + a?« 

/' dx 
— ^nrir ■ . Moltiplicando nu- 
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meratore e denominatore per yi +«?*+ Vi — a;*, l'integrale si trasforma in 

Di questi quattro integrali il primo ed il secondo si trasformano, mercè la sostitu- 
zione a? = l:^, in 

./ yt^+i J yi^-i 

il terzo è stato calcolato precedentemente, ed il quarto vale are seno?-}- e". Dunque 
f, '^^.^ =-l(|/r+x^ + |/l-^) + V,log(^+t/r+^)-'.>rc8enx -< 

«/ yi+w*—yi—x* -* 

/' ocdx 

- si ponga 

(a?' — a') : sen'O = (ò' — x^) : cos*6 = ft* — a' , 
dimodoché 

i»' = a'cos'0-|-ò'sen'6 , a;c?aj = (6*~a*)sen6cos6c?6 . 
L* integrale dato si trasforma in J*r?0 , e però 



I — rzri=: = arctgl/ -. r + C . 



do? 
?-f-ftcosx 



f) Il calcolo di / r-v si esegue rapidamente ponendo 

J asena?-' * 



a:co8a = ft:8ena= |/a'4-è* . 
L* integrale diventa 

i r dx 1 

poi, sostituendo ad a il suo valore arctg(6:a), si trova 

/dx 1 — rtcosa? + 6sena?-J-|/a* + ^' , p 

a8ena? + ^cosiT y'^'fT^i ° asena?4"^cosaj. 

X 

g) Assumendo come variabile d* integrazione \gx o tg-— - si calcolano i 
seguenti integrali : 

./Wen« a. + i«co8'ar =^;^'"'°*g(T*g'')+^ ' 

^ , ^ + acosa? + l/6* — a'sena? , ^ 



1/51 ^f a + ^cos^c 
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Dall'una airaltra forma del secondo integrale si passa facilmente mediante le note 
(III, 15, e) relazioni 

1 l + ia? /l — 00 \ 

arctga? = ^logj— ^ , loga?==2iarctg/i— r^ ì • W 

/• dx 
-r— ; — supponiamo prima q^^Lp* t e facciamo 
x^tP^ + 9 

•^+*/iP = ^k^9' — ^Up*j dimodoché 



Si ottiene subito 

r dee 1 , ^+^Up . ^ 

I -n i — = arctg ^ ^' -^--4-0 . 



Invece, se g<V4p*> s» ponga a7 + */,p = ^|/*/^p* — g. L'integrale dato si tras- 
forma in 

/'de , r dt ,, r dt ^—1 

diviso per V^Up'^ — q* Dunque 



Del resto le due forme dell* integrale si equivalgono in virtù delle (9). 
i) Quasi senza calcolo si determinano i valori degli integrali 

8en*a? dx , / cosV da: 
'o 

se si osserva cbe ciascuno di essi si cambia nell'altro quando ad x si sostituisce 

V«^ — ^» ^ ^^^ ^^ ^^^^ somma è / da7= Vs^- H comune valore dei due integrali 
è dunque ^j^iz. • n^U-n 

j) In modo analogo si riesce a determinare l'integrale \ logsenorcia;, già 
calcolato precedentemente. Si ha ® 

/fc*/«7r p^l%n p^ltn 

Ì0QSenxdx= / log cosa? do? = 7$ /log (sena: cosa;) rfa? , 

'0 \ * 

cioè, cambiando od in ^l^x nell'ultimo integrale, 

logsena;cia?=\/^ 1 log(*/,sena?)da? = — V4^1o&'^+ V4 hogsenosdw . 
~ 

Se poi, cambiando a; in ir — a?, si osserva che / \ogBenxdos=j ìogsenxda;^ si 
può anche scrivere *l%^ • 

logsena;cte = — V4^1og2 + */« fìogseuxdx , 
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d*ODde si trae 

^ ìogaen oc cUc=^ — */iWlog2 . 



k) Similmente si ha, merci il cambiamento di a; in 1 — or, 



fi 



/\ogr(cp)dcc^= /logr(l— .T)cfa7= ' , /log rfa? = ^ jlogir— * , llogsenffojrfj; . 
^F i' senirjt' »/ 



L*altimo integrale, se vi si pone ?r./>=:0, diventa 

1 /-" 2 r''*'^ 

— /logsenec?0 = -— liogS€n6rfe = — log2 . 

Dunque *^^ « 

/^* — 

/logr(a?)(ir = logJ/2« . 



IJ È facile porre la funzione di Kronecker (I, 4, e2) sotto forma d*in- 
tegrale definito. Infatti, se si cambia a? in ±Ax, secondo che k è positivo o ne* 
gativo, si ottiene 

Paencc , , C^Qukx , 

* ^= I dx=:±l dx ; 

J X J X 



e poiché, per A = , il secondo integrale è nullo, si vede che 

2 /^senAo? , 
sgnA=— 1 dx . 



In modo analogo si dimostra che 

^J x^ 



m) Per mostrare come si debba andar cauti , quando si cambia la variabile 
d'integrazione, nel fissare i nuovi limiti, osserviamo che, se si tenesse conto unica- 
mente dei valori estremi della nuova variabile, si correrebbe il rischio di perve- 
nire a risultati assurdi come questo : 

r^ dx _ y ^r _ r' d.c _ 

"' ^x^ 
Evidentemente il valore dell'integrale è arctgl — arctg( — 1) = */,«. L'errore 
sta in ciò che, quando si cambia a; in — , T intervallo (—1,1) non si trasforma 

X 

in sé stesso, sì bene in (— 1 , — <x>) -\- (oo ^ l) , dimodoché si ha 

r dx I ^ j_ / ^ 



X* " X* 
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quindi, cambiando anche co in — x nel primo del doe integrali del secondo 
membro, 

1+cc' 7 l + ^'»-*V2 4/- 2 • 
n) Quando si presenta un integrale della forma 

si è naturalmente condotti ad assumere come nuova Yariabile ^=f(a?). Cosi, pur- 
ché 9(a?) si mantenga finita e continua in (a^S), si ha subito, come valore del- 
l' integrale, 






:arctg9(ò) — arctg9(a) ; 

V) 

ma, quando ^(x) soffre discontinuità fra i limiti dell'integrazione, bisogna ricor- 
darsi delle osservazioni fatte in fine del precedente paragrafo. Se , per esempio, in 
un sol punto e, fra a e &, la funzione 9 cambia segno passando per T infinito, 
r integrale proposto si scinde in 

((») 
'darctgif 

= (ztV«^ — arctg9(a))-f (are tg(p(i)± 7, «) = are tg9(*) — arctg(p(a)±« ; 

e però, più generalmente, se nel crescere continuo di a? da a fino a b accade che 
<p(x) diventa infinita k volte passando dal positivo al negativo, e k' volte pas- 
sando dal negativo al positivo, si ha 






-fc» 



o) Nel medesimo tipo (10) si può far rientrare V integrale 



h 





giacché la funzione 9(a?) = a? — [a?] ha la derivata ^'{x)=l , esclusa la sinistra 
di ciascun valore intero di a;, dove cessa la continuità di 9. A tali discontinuità 
si deve se, per a?^l, il valore dell'integrale non è arctg(a7 — [^]), come si 
può facilmente constatare scrivendo 

V=fa?]-i 

/^ ^ dx _ y p""' dx p ' dx 

= 21 Jì:^*+J q^, = arctg(a;-.[a?]) + V4«M • 

^ 34 
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p) Se per tentare il calcolo dell' integrale I x'da; si pensa alla sostitu- 



zione a?* = «'"*, bisogna prima osservare che, quando .r va da ad 1, / cresce 
da ad — (valore che raggiunge per o:=z — J, noa va poi decrescendo fino a 0. 

A ciascun valore di ^, fra ed — , corrispondono dunque nell' intervallo (0,1) 

6 

due valori di a?, uno x' fra ed — , l'altro a/' fra — ed 1. Ciò premesso, ri- 

e e 

cordando le osservazioni fatte nel paragrafo precedente, si vede che l'integrale 
proposto si trasforma in 



Per continuare il calcolo bisogna saper determinare x in funzione di /, distin- 
guendo x' da a;', per la qual cosa occorrono sviluppi in serie; ma con questi si 
entra nel dominio d'un altro procedimento di calcolo, che sarÀ svolto in ultimo, e 
che d*altronde ci condurrà per una via più breve al valore dell'integrale proposto. 

15. Integrazione per parti. Siano u q v due funzioni di x. Dalla 
formola duv=udv-\-vdu si deduce, integrando, 

Questa formola permette di calcolare S^dv quando è noto /r e^u: ciò si chia- 
ma integrare per parti. Proposta un* integrazione, si può in infiniti modi 
porre la funzione da integrare sotto la forma f{x) = (f(x)^(x) in guisa che 
^{x)dx sia il differenziale d'una funzione nota v\ ma bisogna aver cura di 
scegliere ^{x) in modo che T integrazione di v^\x)dx si presenti più facile 
di quella di f{x)dx. 

16. Esempii: a) Si calcola facilmente l'integrale I - dx scrivendolo 

sotto la forma 

quindi 



J^ 



j dx= arcsenx+C 



ai' .1- 

b) Similmente 



poi 
Tj/U^Va; = x^l—u-" + r--p= - fVì^^àx — V,(a; J/I^Ip + arcsen x) ■ 
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e) Per calcolare gli integrali 

Joenìogxdx , Jùoslogxdjc , 

si noti che T integrazione per parti, applicata ad entrambi, dà 

/8enloga?clr=a*senloga' — /co8loga?da7 , fcos\oga:d.v = xcos\ogX'{-f9eììlogxdx , 

d*onde si trae 

sen log a; da? = — (sen log ./; — cos log ./) + C , /cos log ce dx = —- (sen log x + cos log a?) -f- C , 

d) Similmente, V integrazione per parti , applicata agli integrali 

Se'^sen x dx , /e*cos x dx 
dà 

fe'^8enxdx = — e'^cosx -{-fe'^ coBxdx , fef^cosxdx^e'^aenx — fe^aenxdx ; 

quindi 

Se'^^eux dx'=^^l^ ^"(sena? — cos ^0 + ^ ♦ fe^oos xdx = * ,', e*(sena7 + cos a?) + C . 

Del resto questi integrali non differiscono sostanzialmente dai precedenti, ai quali 
si riducono infatti mercè la sostituzione a; = log^. 

e) Analogamente si ha 

/co8*a7<ia-"=:/cosa.*cfeena7=sena?cosa?+a? — J*cos*a?da?= Vt(^+86na7Cosa7)+C , 

Jx co3xdx = Joodseux = x sen.r — /sena? dx = x sena* + cos a? + C , 

r^'sena7rfa'=/.;r'd( — cosa?) = — a?*cosa7 4-2/a?cosa?rfar=:2a?sena7 + (2 — a?*)cosa? + C , 

/c7'"cosa;da7=a*sena' — nfx^" 'sena.tia?=a*'*sena7+na;*'' 'cos./; — n(n — 1)J a;"'"'cosa'rfa7 , ecc. 

I ^rcig,rdxr=xeircigx — / ^ =.rarctgx^— log ^^l-|-a;' + C , 

/•arcsena; /• ,, v ., 

- -!==: xdx= I arc8ena?rf(— K 1 — -^^ v = — K ^ — a;' are sena? + a? + C , 

y-» /* a?** a?* IP X* / 1 \ 

...''-Moga-rfa?==yioga?ci-^ = -log..?---ya«-»da?=~ , 

/log(a? + J/l+a?')e£a?==a?log(a? + Kn^"^)-~KH^ + C , 
fìog(yr'^^ + yì+x)dx = x\og{yi^x + yì+x) + SLVC&enx'-cc + C . 

f) Quando si sa (§ 10, f\ 14, l) che l'integrale I — —dx vale V^w, se 
ne deduce subito, integrando per parti , ° 

/=^„.,=/:„.....(-i)=ei^)>/^-......;.,. 
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g) Proponiamoci di calcolare f x^ìo^^x.dx^ nellMpotesi che sia m>— 1 



ed n intero, non negativo. Integrando per parti si ha 

a?"" ìog^'xdx = — — log"a7 — / a?"»log-*à;(fd? . 

m + 1 "" m + lj 

È chiaro che, per m> — 1 ed n>0, il prodotto a"**Mog"a? , nullo per ^ = 1 , 
tende ad annullarsi alla destra di 0. Dunque 

fx'^\og^xdx = ^ /l.«log--^ue/x^==^^!^;^ fx'^ìof'^xdx^... , 

e finalmente 

AJ Dato a calcolare / a^e^'^dx per n intero, non negativo, si scriva suc- 





cessivamente, integrando per parti , 



rx''e''dx = (x''e'y^+ n Cl^'e-^dx^nin^l) Cx^^'^e^d^c^... , 

*0 

dopo avere osservato (II, 31, a) che, per n> , 

Ne segue 

ix''e-"dx=:n\ Ce-"'dx—n\{e'y=2n\ (12) 



Quando h noto questo risultato è facile servirsene per calcolare T integrale (11) 

«_ 

merci la sostituzione x^=ie '"^^. Si ottiene infatti 

Del resto la formola (12) è inclusa in un'altra dimostrata (§10,^) precedente- 
mente, giacché ni è il valore di r(n-f-l) P^^ ^ intero. 
i) V integrazione per parti , applicata agli integrali 

GL^= I x'^e^'^cosxdx , c&^= j x'^e'^'aenxdx ^ 



dà ^ 

a«= jx''e-''d3enx = (x''e''"'8enx)'l— /(n^**"* — a;*')tf"'*8end?da? , 



c^^= ix''e''"d{—co8x)=(x*'e-''co8xy+ j{nx'"^ — x'')e'^co8xdx , 
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ossia 

a,=S8,-n§8^, , SS„=-a,+na^, . (13) 

Da queste relazioni si deduce 

e si ha così il mezzo di calcolare successivamente le GÌ' e le eS, tenendo conto 
dei valori iniziali €1^ = cS^^ = cS^ = --. , €lj = 0. Del resto è facile trovare i va- 

lori generali di €X^ e c5^ ricorrendo al seguente artificio: posto A^==€l^-}-ic8^, 
dove i*= 1 , le (13) danno A^ = 7^(1 -J- i)n^„_| , e siccome k^ è appunto uguale 



Dunque 



^ n! /» + l \ «, w! /n + 1 \ 

2' 2' ,/. 



sen"a?.da?. 
LMntegrazione per parti dà ^ 

sen'*u7da7= / sen''~*a;d( — cos;:>') = (n — 1) / 8en**"*a?cos*irc?a7 



= (n — 1 ) / sen**"'.?? dx — (n — 1)1 sen^ojc^o? , ' 



d'onde si trae 

r^: ^ n-l r'"n^ ^ (n-l)(n-3) f'^C^ ^ 

lsen'*a?du'= I sen" *jcdx=- , ^, / sen" Vda?=... . 

1/ n •/ n(n — 2) •/ 

^ ' 

Se n i un numero intero, positivo, si finisce per incontrare uno dei seguenti in- 
tegrali 

rfa- = * j-JT , / senxdx = 1 , 
^0 *o 

secondo che n h pari o dispari ; quindi 



sen'*.r<?,r = 



1.3.5...(n — 1) TT 

2.4.6 n '2 ' «^'»*^-' 

(14), 

3.5.7 n ' senèdi^par,. 

Di qui h facile dedurre la formala di WalliSf facendo uso delle disuguaglianze 
evidenti 

sen'''**^' . dr < / sen***^? . rf.r < / sen*'*^*^* . dx , 

*0 

che ora si possono trasformare in queste altre: 

2.4.6 2n 1.3.5...(2n— 1) ^ 2.4.6. ..(2n — 2) 

3. 5. 7... (2n + 1)^^2.4. 6 2w ' 2 "^ 3.5.7... (2n— 1) ' 
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Ne segue 


























2 

T' 


2 

3 


4 


4 
5"* 


2n 
2n— l 


2n 
•2« + 


i< 


IT 2 


2 
' 3" 


4 
•3- 


4 

— • • 

5 


2n 
2n- 


l 


Dunque, 


osservando che, per n 
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É questa la formola di Wallis, che non differisce dalla nota (III, 24, e) egua- 
glianza 



\ìm 



1.3.5...(2n- l),y- 



'^yn=± 



(15) 



n^ 2.4.6. ..2n ' j/- 

Dopo ciò h facile constatare che le due espressioni (14) tendono ad assumere la 
forma unica l/ -- , vale a dire che si ha 



lim Vn 1 6en^a\dx= V^ .^ 



Finalmente si osservi che 1* eguaglianza (15) si trova qui stabilita indipendente- 
mente dalla formola di Stirling (III, 18, b) , e può, per conseguenza, servire ap- 

punto a determinare il valore della costante a in tale formola: n\:=an *e ^**'. 
Infatti il primo membro di (15) è 

,. (2n)!l/n J/2,. ^ |/2 

Dunque a = 1/2^. 

k) L* integrale 3„= I a?"e"* do? ci è noto (§ 10, e) per n = 0, e si cal- 

cola facilmente per n = 1 , giacché si ha 

5. = v,fé-'V} = */.(«-'): = |- • 

Del resto, qualunque sia «, il cambiamento di x in ^^a; dà S^^Y^rf— — -j. 

Ma, supponendo ignorata questa relazione, il valore di d^, per n intero, si può 
calcolare per parti , nel seguente modo : 

*o 

1.3.5...(n — 1), 



3,= 



-3, , se « è pari ; 



2» 

2.4.6...(n— 1) 



(16) 



2* 



, se n è disparì. 
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Ciò premesso, per calcolare d«, si osservi *) che l'espressione 

è positiva per tutti i valori reali di a, e ciò richiede che sia 3^ì5^+ì>3^, cioè 
^n-i ^ 3n ^ mentre ^''-^ — ^"-^ . '^'' — A , 

Dunque si ha 

e per conseguenza, snccessivamento, 

1/— >— ->l/ — r-; , lim-^=V2 , lira-'"- — =1 . 

Basta ora sostituirà le espressioni (16) nell'ultinia eguaglianza per ottenere, in 

virtù di (15), 

, ,, ,. 2.4.6...2n 1 ,- 

^•= •'•"'"i-X5:7:(2;r=T)'^7^= /«»^« • 

É poi facile constatare che le (16) tendono a confondersi, per n infinito, nell'u- 
nica forma assintotica 



5. 



=l/f(s)"- 



17. Integrazione per serie. Se in un dato intervallo finito (a,b) 
la serie di funzioni continue 

f{x) = U,{jj) + u^(x) + u^{x) + 

converge uniformemente, si ha 

y** /%* /%* pà 

f{x)dx = / u^{x)dx 4- / u^{x)dx + / u^{x)dx + • • • 

Sappiamo infatti (111,6) che, nelle condizioni deirenunciato, f(x) è, 
come le ti(a;), una funzione continua, e per conseguenza (§8) integrabile, 
dimodoché, chiamato 9„(x) il resto della serie data, si può scrivere 

/%,à pb pb pb pf> 

f{x)dx = / u^{x)dx -|- / u^{x)dx -f- . . . + / uj^x)dx + / ^Jix)dx . 

Ora, dato e positivo e piccolo quanto si vuole , si sa che si può trovare un 
numero tale, che per tutti i valori di n superiori a questo numero, e qua- 
lunque siax^ si abbia | ^S^)\<^> Dunque si avrà pure, immaginando spez- 

*) Stieltjes « Nouvelles Annales de Mcuhématiques y) (1890, p. 479). 
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zato (a,ò) in tanti intervalli dalle radici di fjx), 

f<fjix)du; <f\ 9„(.r) \dai<{b-a)t, 

la la 

e conseguentemente 

pb y%à pb r\b 

lim / 9„(.x')da* = , j f(x)du; = f u^ {.i)dx -{- f u^U')dx -f . . . . 

** *a 'a * a a 

In particolare si noti che V integrazione termine a termine è sempre appli- 
cabile alle serie di potenze. 

18. Esempii: a) LMntegrazione per serie si può adoperare per isvolgere ona 
fanzione in serie di potenze» quando è noto lo sviluppo della sua derivata. Per 

esempio 

/^ dx , 1 .r» . 1.3 .r» , 1.3.5 x' . 

aresen.r==y j^^3= = a+- _ + ---. -^ + ^-__ + ... , 

/ ./ - ,\ C da: 1 a' , 1.3 ^* 1.3.5 ..' 

>««(•'•+ »^^+''')=/^/rqr7.=-^- 2 • 3 +2-74- 5 -2r4:6- 7+'-' ^ 

purché non sia, nel secondi membri, a;*>l. 

b) Per calcolare certi integrali definiti è spesso utile V integrazione per 

serie. Così, per esempio, il valore (c/V*. § 14, p) di I x"dx si calcola rapidamente 
facendo uso dello sviluppo o 

«Ioga; , , 07 log a- a,* log* a; a;'log^i• 
Integrando, infatti, e ricordando il risultato (11), si ottiene subito 

fx'dx =y 1 fa:' logV- dx =2 /~]t*i ' 
• • 

/*' 111 

ard.= l-- + --- + ... = Q,lS3... . 



cioè 



cj Inversamente si può far servire T integrazione per serie al calcolo della 
somma di talune serie, col dare a queste la forma dMntegrali definiti. Per esem- 
pio, se si vuol conoscere la somma l + -:r : — -^ + ^=- + -«i basterà osser- 

f 1 ' 2 4 5 ' 7 ' 

vare che il suo valore è quello dell' integrale 

Cn^ 8 4 , « . ^^ r ^ 2 / ^ l-2a:x« 2ir 

1(1 +0? — a;' — a;* + a?* + ...)da7= 1 , ; — ,=: — ^/ are tg ^-\ = 

^0 ^ -r ^ ,/l_^ + ^.. y^\ ^3 )^ 3J/3 

Dunque 

^2 4 5^7^8 10 11^13^ 3^3 
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Similmente la somma della serio -q- — 7r + -^ — "a""!"'© — Tr"^"*"^ ^^** ^^'" 
if 1 1 .e 3 5 o 8 9 

1 integrale 

e per conseguenza 

2 3^5 6^8 9^11 12^ ^*^ qj/3 

d^ Il primo del due risultati or ora ottenuti è incluso, per otrzr^^TT, nella 
nota formola (1, 22, e) 

sena+\.8en2flc+«/38en3a + = :!!z:^ + [|^^^ , (17) 

che si può stabilire nello stesso modo, cioè integrando fra ed 1 i due membri 
(lelTeguaglianza 

sena 

sen a 4- :csen 2a + a*'sen Sa 4- = ; ; — - . 

1— 2a?cosa + a;' 

Co2^ì la somma della serie proposta, purché si escludano i valori di a, che annul- 
lano sena, si può esprimere nel seguente modo: 

/'* senadx ( ,r — cosoeV i A «\ i * / * \ 
-' - - — .- = (arctg ) = arctg(tg---) + arctg(cota) . 
1 — 2,/?cosa4"^' V sena /^ \ 2/ 

Essa (1,4, e) vale dunque arctgjcot — |, giacché cotatg-~-<^l. L'espressione 

così ottenuta non differisce dalla (17), e rappresenta la somma della serie an- 
che se a è un multiplo dispari di ir, ma non ha significato quando a è un mul- 
tiplo pari di TU, nel qual caso, come si sa, anche la (17) cessa di esser valida. 

e) Con successive integrazioni dalla (17) si deducono infinite altre formole. 
Per eseguire tali integrazioni è utile osservare che, se si pone p(a?) = a; — [a?], si 
ha (c/>-.§14,o) 

f{p(x))dx=J nu)dx+[x] jf{x)éùc . (18) 

Ciò premesso, T integrale del secondo membro di (17) è 
TC / ^-- — pjda = w'p(l— P) . 

dove con p si vuol designare brevemente p(^)» L'integrale del primo mem- 
bro, fra gli stessi limiti, è 

1 — cosa 1 — cos2a 1 — cos3a 

ji y" 2^ ' 3^ ' ' 

Ora, uguagliando fra loro i valori di queste due espressioni per p = ---, si tro- 

va 1+ 3Ì+5Ì + ---=-g ; epoichè 

l + ^, + ^ + -.- = l + ^. + ^,+ .-. + 4(l + y^^ 

35 
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si ha pare 

quindi 

co9ot , cofl2a , cosSa , ,/ 1 , A 

1i- + -2^ + ^«- + - = '' U -P + P) • 

Con un'altra integrazione si ottiene, osservando (18), 

sena , »en2a , 8en3« «'• 

-p-i--2r- + -^i- + -- = -3 P(l-p)(l-2p) , 

ed in particolare, per p = — - , 

1 11 1 , «» 

Così prosegaendo si giunge a scoprire le forinole generali 

cosa , co82a , cosSa , , ^„«i^,^ ^„ , ^ ^ ^ 

-ì7r + -^ir-+-3P- + -'- = ±2'^^(B-pr . (i) = 2,4,6,...) 

sena 8en2a 8en3a 91'-i^\r «xp /« — o r. 7 ^ 

dove s'intende che alle potenze B*,B*,B', B\..., nello sviluppo di (B — p)**, Je''- 
bansi sostituirei numeri *) di BernoulU: 

B,= g- 1 Bt= Q- » ^3 = , B, = — - , B,=0 , B,=:- 



cA 



fj Se si osserva che l'integrale 

ì senmjcsentiji'.djj 


è generalmente nullo, tranne quando m=:ihn, nel qual caso il suo valore è 
dbVs^i si dimostra facilmente, dopo aver posto 

^(a7)==:ajSenj--f«i^en2a:4-«a''en3./;-f ... , «J/(.t)=ft,sen.?;+^j|Sen2./,+ftjSen3ir -[-••• • 
che 


1 . 1 



*o 
Per esempio, se si fa a^= — , 6^= — , e sì prende come variabile d'integrazio 

IT Tt' 

ne ^=1— 2p, dimodoché q> = — -;,<{; = — ^(l — <*), si ottiene subito 

(^ lèi 



*) <( ilna/ùi algebrica » p. 280. 
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ffj II valore (c/V. § 10, f) dì / dx si può calcolare raccogliendo tutti 

t' ce 



gli elementi che corrispondono ad uno stesso valore assoluto di senj?. Così, preso 
a? fra ed Vt^t per gli archi « — a?,2w + x, 3« — a?, 4w + «:,... si avrà un 
valore unico del seno, e per gli archi ^-\-a),2^ — a? , 3ir -|- a? , 4iu — a? , ... si avrà 
il medesimo valore, cambiato di segno. Ne segue che T integrale proposto si può 
scrìvere nel seguente modo : 

/ ( — "l \ ii h^r~ 1 h;; ••AoenxcLv . 

•^ \x w— a? 1^+iv 2-77 — .'/; 2« + a? 3w — .r / 

D'altra parte dalla nota formola *) 

y-COt — = 1- 

'^ 2 .i' 2« — ... ' 2«4--77 4w— i.^i 



2 .r 2iT — .4" 2ir + .<; 4-77 — u.* Àn-^w d^ — .r 
si deduce, cambiando oc in fc — a?, 

,, , X l 1.1 1.1 1 



poi , sommando, 

11.1 1 1.1.1 1 



seno? X TT — 07 Tc-f-o? 27c — .t* 2OT + o?3ir — 07 37c-{-07 
Dunque 

8eno7 / ^ . 

^ % 

É facile **) porre questo calcolo al sicuro da ogni obbiezione. 



19. Integrazione indefinita. Da quanto si è venuto fin qui esponen* 
do apparisce chiaro che il problema della semplice integrazione consiste, in 

fondo, nel determinare y, se si può, quando è nota la funzione — = f{x). 

Non si ha un problema sostanzialmente nuovo se la funzione incognita di- 
pende da più variabili, come quando si vuol determinare, per esempio, una 

funzione js delle variabili indipendenti x ed y conoscendo ;^=A^»y)i 

giacché, nel prenderne la derivata parziale rispetto ad ar, la ^er si considera 
come funzione della sola x^ e tale si dovrà, per conseguenza, considerare 
anche nell' integrarla, vale a dire che si avrà JS=Sf{:c,y)dx, intendendo 
che, neir integrazione, si deve trattare la y come costante, ed avendo per- 
ciò cura di osservare che per costante arbitraria, in questa integrazione, si 



*) «Analisi algebrica y) p. 480. 
**) Vedi il « Calcolo integrale » di d'Arcai s, p. 193. 
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deve intendere una quantità arbitraria indipendente da Xy che potrà dun- 
que dipendere da y, e propriamente sarà una funzione arbitraria di y. 
Altrettanto dicasi della determinazione di y quando si conosce — - — f(x) 
di £r quando è data, per esempio, yj^fix^y) o qualunque altra deri- 
vata, presa sempre rispetto ad una sola variabile. Due o più integrazioni 
semplici, eseguite successivamente, condurranno in ogni caso al risultato, 
senza che vi sia nulla da aggiungere alle cose già dette. Il primo problema 
veramente nuovo che ci si presenta è la determinazione di a quando è data 
la funzione ^, 

à:^=^(-.y) • (19) 

Siccome il primo membro è la derivata, rispetto ad a:, di ^-t ottenuta su})- 

ponendo y costante j si ha ;r^=//'(a?,y)da;; poi, integrando nuovamente, 

nell'ipotesi che x si mantenga costante, e=z^dySf{x,y)dx, Considerando 

invece il primo membro di (19) come la derivata, rispetto ad y , di ^ , si 

ox 
ottiene /s=SdxSf(Xyy)dy, Il comune risultato di queste coppie di succes- 
sive integrazioni semplici, fatte rispetto a variabili diverse, indipendenti fra 
loro, si chiama integrale doppio , e si rappresenta cosi: 

z=SSf{^^.y)dxdy . (20) 

Se in ciascuna integrazione semplice si ha cura di mettere in evidenza la 
parte arbitraria, si riconosce che, nota una particolare funzione £r=rF(x,^) 
soddisfacente alla (19) , tutte le funzioni soddisfacenti alla medesima equa- 
zione son date dalla formola 

^ = F(a?,y) + 9(a7) + 4/(y) , 

dove 9 e ^ sono simboli di funzioni arbitrarie, indipendenti. Ciò che nel- 
r integrazione doppia prende il posto della costante arbitraria dell' integra- 
zione semplice è dunque la somma di due funzioni arbitrarie, una della sola 
Xj Tal tra della sola y. 

20. Integrazione definita. NelF integrazione definita semplice la 
limitazione imposta alla variabile si può esprimere mediante la disugua- 
glianza {X'^a){x — i)<0, che definisce appunto l'intervallo (a, 6); e, più 
generalmente, qualunque disuguaglianza g{x)<0 può rappresentare uno o 
più intervalli; costituenti il campo d'integrazione. Similmente, se il calcolo 
dell'integrale (20) si esegue in guisa che le variabili a? ed y, pur rima- 
nendo indipendenti Tuna dall'altra, abbiano i rispettivi campi di variazione 
vincolati in modo che debba essere costantemente soddisfatta una certa dis- 
uguaglianza 
^ ^(^,y)<0, (21) 

il risultato (20) della doppia integrazione si dice definito^ e la disuguaglianza 
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(21) definisce il campo dell* integrazione. Suppongasi, per fissare le idee, 
che, per un dato valore di x, dalla (21) si possa trarre a{x)<y<h{x), e 
che questa limitazione permetta l'esistenza di y, purché x resti compresa 
fra certi limiti a e p, che nei casi più ovvii sono radici dell'equazione 
a{x)r=h{x). Allora l'integrale (20), esteso al campo (21), va calcolato nel 
seguente modo : 

.y)dy . (22) 

In altri termini, se si trova che, nella supposizione di x costante, Vix^y) è 
una funzione primitiva di f(x,y), si ottiene per il valore (costante) 



'^jdxjrix.i 



: = f\F(.r,b{x))^F(a;,a(x))\dw 



-Skk 



21. Esempio: Se il campo dell'Jntegrazione è definito dalla disuguaglianza 
^* + !/* = 2./:, si deve avere — J/2./' — i^* ^ y < ^2^' — ^, e ciò è possibile solo 
per X compreso fra e 2. Dunque l'integrale (20), esteso al detto campo, ha 
il valore , . 

UV'^y)dy ; 

— K&e— «2 

ma si può anche, invertendo l'ordine delle integrazioni , osservare che, fissato y , 
dev'essere 1 — Yl — y'^^'^l + K^ — y'j e però y non può cadere fuori del- 
l'intervallo ( — 1,1). Quindi 

z= jdy I f{x,y)dx . 

Ne segue che, se 9(07, y) è una funzione primitiva di f(x,y), ottenuta suppo- 
nendo costante .r, e se ^(xyy) h un'altra funzione primitiva, ottenuta conside- 
rando invece y come costante, il valore dell'integrale SSf(^'iy)d'Vdi/ ^ esteso 
al campo ^^^ + y* < 2a: , si può mettere sotto l'una l'altra delle seguenti forme: 

/l(p(^^/2^~^')-9(^-l/27:::7«)U^ , 
f\H^+Vì^^\t)-^{i^y]~r\t)\dt . 

22. Poiché un integrale doppio si può considerare come il risultato del- 
y integrazione d'un integrale, è naturale domandarsi anche come si 
esegua la derivazione d'un integrale rispetto ad una variabile, indi- 
pendente dalla variabile d'integrazione. Il rapporto incrementale della fun- 
zione 9{x) = jf{Xyy)dy è 
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dove è compreso fra ed 1. Ora, se ad ogni numero positivo e, arbitra- 
riamente piccolo, si può far corrispondere, qualunque sia y in (a^b)^ un 
numero B, tale che per |/*i<^ si abbia sempre \/^^{x-rh,y) — f^(x,ì/)\ <£, 

è chiaro che si avrà 

6 



90*'+^)- ?W 



t' I 



e per conseguenza 



a 

Qui è utile notare che la condizione precedente è sempre soddisfatta da /*J 

quando esiste ed è finita la sua derivata f^^^ giacché mantenendosi questa, 

in valore assoluto, minore d'un certo numero |i, basterà prendere |/* |<£:ft 
perchè sia 

l/L(^ + ^,3^)-/;Gtsy)|<-i|/;:(a^-feA,y)|<e. 

Adunque per derivare un integrale rispetto ad una variabile, indipendente 
dalla variabile d'integrazione, basta derivare la funzione sottoposta all' in- 
tegrazione. Se poi i limiti a e i sono funzioni di x, la derivata si ottiene 
considerando 9 come una funzione composta (IV, 4), ed osservando chela 
derivata d'un integrale rispetto ad un suo limite è la funzione integranda, 
calcolata nel detto limite, e presa col suo segno col segno opposto secondo 
che si tratta del limite superiore del limite inferiore. In tal modo si ot- 
tiene subito 

^\x) = b'r{x, b) - àr{x , a) +Jrl{x,y)dy . 

a 

23. Ciò premesso, tornando air integrazione, supponiamo nuovamente a 
e 6 costanti, e proponiamoci di trovar l'integrale, fra i limiti « e P, del- 
l'integrale ^{x). Evidentemente, posto 

H^.y)=fn^'.y)dx » n^)==f^(^.y)dy , 



si ha 



a 

b 



*a a 

Dunque, per integrare un dato integrale definito, rispetto ad una variabile 
indipendente dalla variabile d'integrazione, basta integrare la fanzioìie sot- 
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toposta alla data integrazione. In altri termini, ponendo per 9(0;) la sua 
espressione, 

j dx j f[x,tj)dy=j dy j fix,y)da; . 

Se poi i limiti dell' integrazione proposta sono anch'essi funzioni di x, è sem- 
pre possibile sostituir loro limiti costanti rispetto ad un'altra variabile d'in- 
tegrazione: basta porre y=a + (6 — «)<• 

24. Nuova definizione. La precedente definizione dell' integrale 
doppio ha gli stessi inconvenienti della definizione d'integrale semplice, data 
in principio del Calcolo integrale: bisogna pertanto trasformarla in guisa 
ohe ci permetta di trovare le condizioni per l'esistenza dell'integrale, e ci 
mostri inoltre la via per calcolarne il valore. Supponiamo finito il campo di 
integrazione, vale a dire che sia possibile assegnare due intervalli finiti 
(a,p) e (t>5)> nei quali debbano rimanere le variabili x ed y, rispettiva- 
mente, se si vuole che la limitazione (21-) sia soddisfatta. Dividiamo (a, ^) 
ia intervalli Aj,A,,...,A„, e (t»^) in intervalli Ai,A,,...,A^, tutti tendenti 
a zero (con w ed n crescenti necessariamente all'infinito), ma senza che 
alcun legame sussista fra loro. Supponiamo finita anche la funzione, e con- 
veniamo di considerarla come nulla fuori del campo d' integrazione. Quando 
X ed y variano rispettivamente negli intervalli h^ e kj^ rimanendo sempre 
indipendenti l'uno dall'altro, i valori della funzione restano compresi fra il 
limite inferiore ed il limite superiore: entro questi limiti si scelga un nu- 
mero fiji e si consideri la somma doppia 

Se questa, al crescere indefinito di m e di n, tende ad un limite che non 
dipende dalla legge seguita per costruire gli intervalli h ek^nò dalla scelta 
dei valori /", al limite stesso si dà il nome d' integrale definito nel campo 
assegnato. Pqsta questa definizione, non è difficile trarne conseguenze ana- 
loghe a quelle che si sono avute per l'integrazione semplice, ed in partico- 
lare se ne può dedurre la condizione necessaria e sufiìciente per l'esistenza 
dell'integrale; ma noi qui vogliamo limitarci alla definizione, rinviando il 
lettore ai trattati completi di Calcolo. 

25. Ci resta tuttavia da far vedere che, se l'integrale esiste, il suo va- 
lore si può ottenere nel modo già indicato nel § 20. Infatti , ammessa a 
priori l'esistenza dell'integrale, ci sarà lecito far tendere all'infinito prima 
w, poi w, e scegliere il valore f^j fra il limite inferiore ed il limite supe- 
riore dei valori che t\x^y) assume quando, lasciando ferma la x nell'estre- 
mo inferiore dell'intervallo A^, si fa variare y in ky Allora la doppia som- 
ma considerata precedentemente si scinde in n somme semplici, una delle 
quali è 

^(Ai/;i+Vi.+^3/;a+---+A^/;j , 
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ed ha per limito 






rappresentando con P^ il valore che una certa funzione di x prende nelFe- 
stremo inferiore dell' intervallo A^. Ora, se facciamo crescere airinfinito an- 
che n (fin qui mantenuto costante insieme alle A), troviamo come limite 
della doppia somma 

\\ni(h,V, + h^F, + h,¥, + ... + hJPJ== dx r(x,y)dfj , 



«(«) 



cioè precisamente il doppio integrale (22). Dopo ciò è chiaro che invertire 
l'ordine delle integrazioni significa far crescere all'infinito prima n, poi t»; 
ma infiniti altri modi di far tendere m ed n all' infinito si possono imma- 
ginare, ed essi debbono tutti fornire un valore unico per l'integrale perchè 
sia lecito dire che questo esiste. Se riflettiamo alle svariato forme che può 
assumere *) una somma doppia quando si tenta di ridurla ad una somma di 
somme semplici, riusciamo a spiegarci perchè la possibilità d'invertire l'or- 
dine delle integrazioni sia tanto limitata. Questa inversione è tuttavia un 
prezioso mezzo di ricerca, che si adopera spesso con grande utilità; ma nel 
farne uso non bisognerà mai dimenticare che può condurre a risultati erro- 
nei, quando diventa infinita la funzione, o una sua prima derivata, o pure 
quando è infinito il campo stesso dell' integrazione. 

26. Cambiamento di variabili. Supponiamo che nell'integrale 
SSf(^yy)dxdy si voglia effettuare la sostituzione x = (^{u,v) ,y = ^(u,v), 
assumendo u e v come nuove variabili (indipendenti) d'integrazione. Per 
la mutua indipendenza delle funzioni ^ ed j^ si richiede che sia diverso da 
zero il determinante 

S(a7,y) 



D = 



'd{u,vy 



().C 


ìiu- 


òu 


ì)v 







Ciò premesso, sia F(m,v) ciò che diventa f{x^y) per la predetta sostituzio- 
ne, e scriviamo l'integrale nel seguente modo: SdySf{^ìy)dx. Nella prima 
integrazione y si suppone costante, e però si ha 



quindi 



ou ov 



òx ^ . 3aT , /ì)x Sa? òtt \ , D ^ 

dx = :;- dU 4- :r- dV =.[ :r :;—--) C?W = .r— dW 

OU ov \ou ov oy I oy 



òr 



Si? 



*)*« AnaLUi algebrica d p. 170. 
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Dunquo V integrale diventa 



òv 



òr 



Nell'integrazione attuale (rispetto ad y) è ti che deve rimanere costante, 
e però 

ou ov òv 

Dunque l'ultimo integrale doppio si trasforma in SduSP(UfV)'Ddv. Final- 
mente 

SSf(^'iy)dxdy=:SSP{t^^v)^dudv . 

Più generalmente si può dimostrare che 

J/•••//*(^^3/»'2^1••0«^^yc?4:... =//... XF(w,t?, «7,.. OcT^^^ . 

0(M, »,«?,...) 

27. Esempii: aj Passando, nel piano, dalle coordinate cartesiane alle polari, 
sì ha a7 = rcos6,y=:rsen6, e 



^(•^.J/). 



a(r,e) 



Dunque 



cos6 — rsenO 
senO rcosO 



= r 



S5f{^,y)dxdy = SSf(roo^fi , rsen6)rdrde . 



(23) 



b) Similmente , nello spazio , chiamando 9 la longitudine e 4^ la laiitu^ 
diney si ha a7=rcos9cos<|/,y = rsen9cos^ ,;? = r8en<J;, e conseguentemente 



3(r,9,+) 



= r 



* 00890084^ sen9cos4' sen^^ 

— sen9co8 4' cos9cos4' 

— co89Sen4^ — sen9sen4^ cos^J^ 



=r'cos4' ; 



quindi 

////*(a? , y , ^) cfa- cfy d-a: = ////"(r cos 9 cos «J/ , ^^ sen 9 cos 4^ , r sen 4^) r* cos 4^ dr ^9 c?4' 

28. Esercizii: a) Per vedere come l'ordine delle integrazioni possa influire 
sul risultato, si calcolino i seguenti integrali: 

p\ r'x^y ^ r' d:c 1 r\ r'^—y ^ C' ^y i 

r'v ("^H^-'^^./ci+i^o^^ 2 \Ì^'J (■:h^^^=-V(T+^'='- 2- * 





Si osservi che, in entrambi i casi, la funzione sottoposta all' integrazione diventa 
infinita nel punto (0,0). Nondimeno esistono gli integrali indeflniti 

1 x — y 



^ ,,+9(^0 + +(y) » arctg--- + 9(a;) + 4;(y) , 

e x-Yy y 



36 
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ma sono discontinai nei detto ponto , in quanto che possono assumere, intorno ad 
esso, qualunque valore arbitrariamente prestabilito. 

b) Con procedimento molto in uso, e che non è, ma si può *) rendere rigo- 

/•• 
— — c?a-, già considerato (§ 10, f; 18,^), 
ce 

osservando che, per j; positivo, * 

e conseguentemente 

I dx=z j I e''^^sencod^dt/= j dy j e'^^^sen^rcLt: . 



Intanto, poiché (per y> 0) 

((?-^cosa7)*==-l , ((?-"ysen^);;=0 , 
rintegrazione per parti dà 

e''^ senx dee =:l — y j e~'^^cosa)da-^=ì — y' j e''^senxdiv , 

- 

(l+y«) /^-«^y sena- c/o? = 1 . 



Dunque 



cj Per calcolare il valore 3 dell' integrale 1 e"* dx , già ottenuto prece- 
dentemente per altre vie (§ 10, e\ 16, h), si consideri T integrale doppio 





d^onde sì trae 



r/^-<*''*y'>rf^dy=/3é?-«Vr = 5* , (24) 





e si cerchi di calcolarlo in altro modo. Si scriva 



•q 

e nella prima integrazione (rispetto ad y) si sostituisca ad f/ un*altra variabile ^ 
definita così: i/^=ìjj. Si ottiene 

• «0 • ^« 

3'= je-^'^xdx re''*^^''dt= jdt /e-<'**'<arfa? . 



• ) Vedi , per esempio, i l « Calculo integrai »di Gomcs-Teixeira (Primeira parte, p. 94) , 
o il « Traiti d'Analyse ì> di Picard (t. I, p. 34). 
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Intanto si ha subito 



J 2(l + <») ' ,/ 



2(l+0 
Dunque, successivamente, osservando che 3 dev'essere positivo, 



d) Al risultato precedente si perviene anche calcolando V integrale (24) 
dopo averlo trasformato secondo la formola (23). Se si osserva che r va da a 
4-00, e da ad Vt^> quando x eà y assumono, indipendentemente l'uno 
dall'altro, tutti i valori positivi, si ottiene subito 

Del resto questo procedimento "*) , privo di rigore, non differisce in sostanza dal 
precedente, come è facile riconoscere osservando che ^ = tgO. 

29. Integrazione dei differenziali totali. Il problema dell' inte- 
grazione multipla si presenta nel modo più naturale come V estensione del 
problema trattato in principio (§ 1), quando si propone dì determinare 
una funzione di dt^e o piti variàbili indipendenti , il cui differenziale io* 
tale sia noto. Così, nel caso più semplice, data T espressione differenziale 
u{x^y)dx-\-v{x,y)dy^ domandiamoci, prima di tutto, se essa è, come si suol 
dire, un differenziale esatto, cioè se può rappresentare il differenziale di 
qualche funzione delle variabili indipendenti x ed y. Ciò equivale a do- 
mandarsi se esiste la funzione ss per la quale si ha 

g^=tt(a?,y) , :^ = v{x,y) , (25) 

si vede subito che per tale esistenza è necessario (IV, 3) che sia 

l«(.>.y)=l.(-.y) , m 

almeno nel caso, al quale vogliamo limitarci, che le funzioni t« e t; e le loro 

derivate prime siano continue. Ora noi , tentando l' effettiva determinazione 

di 0^ incontreremo la condizione necessaria (26), ma la troveremo anche 

sufficiente per V esistenza di 0. Integrando (§ 19) infatti la seconda delle 

(25) , si ottiene i8r=/»rfy + 9(^0; poi , derivando questa uguaglianza rispetto 

ad a;, e tenendo presente la prima dello (25), si vede (§22) che dev'essere 

ancora 

Còv 
(f\x) = uix,y)-^l ^dy ; 

•) Indicato daPoissoned emendato da Cavi ey nel « Quarterly Journal of Mathema- 
tiessi (1872, p. 120). Vedi i a Mélanges matliématiques y> di Mansion (p. 15) ed il « Traile d'A- 
nalyiteyìòì Picard (t. I,p. 103). 
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ed affinchè il secondo membro sia, come il primo, indipendente da y, è ne* 
cessarlo e sufficiente che sia nulla la derivata 






Yale a dire che :r- e ^ siano espresse da una stessa funzione f{x^y). Se 
questa condizione è soddisfatta, si ha 

z = Svdy+ 1 (u^ I ^dyJdx=Sudcc + fvdy--'fffdxdi/ ; 

e questo risultato si riduce subito alla forma (20) osservando che fudx — 
Svdy/=SSf^dy. Dunque: affinchè udx+vdy sia un differenziale esatto 

occorre e basta che si abbia — =^-- . 

oy ox 

80. Per resistenza d*una funzione <fr delle variabili indipendenti x,y,£, 
che abbia il differenziale totale d^ = udx + vdy -f wda , sono necessarie e 
sufficienti le condizioni 

òto ÒV 3tt 'ÒtO "ÒV ÒM 

Infatti, se si comincia dall' integrare ;r- =u? (supponendo a? ed y costan- 

QZ * 

ti), si ottiene ^=Swdz + f^{x,y)\ quindi 

da?"" J Hx ' aj/"~ J "ày 
Siccome :^ e ^ non contengono js , si vede subito che si deve avere 

è(«-/s-)=«.i(-/^-)=<'. 

cioè debbono essere soddisfatte le prime due condizioni (27). Poi , affinchè 
esista q> , è necessaria e sufficiente, per quanto si è detto nel precedente pa- 
ragrafo, la condizione 

cioè precisamente la terza condizione (27). Se queste tre condizioni sono sod- 
disfatte, si ha ♦=/ttd^ + '** — SS^àydz—'''"^SSSfàxdyd0^ chiamando 
, ^ . . ()tt7 ()w di? . ^. ì^^u Vi) Vto _ _ 

«,P,T, le funzioni _,_,_. e ponendo / = j^=a^=à;5^- Del re- 

Sto è chiaro che la precedente espressione di <& si riduce alPultimo termi- 
ne: ^=^SSSf{x,y,z)dxdydz. In modo analogo si dimostra, più general- 
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mente, che, date n funzioni u^ ,u,,... deUe n variabili indipendenti x^, 
X,,..., fe Vin(n — 1) condii! ioni 

^=^ (<J-1,2.3 n) 

sono necessarie e sufficienti perchè u, dx, + u, dx, + • • • sia un differensiale 
esatto. 



X. APPLICAZIONI AL CALCOLO 
DI TALUNE NOTEVOLI CLASSI D' INTEGRALI. 



Xzi.-tesx"ci.zloxi.e €X^± c5LUr(ex"exi.z±cia± ygi>gAoxi <»11> 



1. Qaando la funzione da integrare è razionale, essa è sempre riducibile 
alla forma f\x)\g{x)y dove f(x) e g{x) sono funzioni intere di x, prime fra 
loro. Se a,p,Y»--- sono 1® radici di g{x), dei gradi di molteplicità r,5,^,... , 
rispettivamente, e se f^{x) è la funzione intera, quoziente di f{x) per ^(a?), 
è noto (111,34) che la frazione f{x):g{x) si può decomporre in frazioni sem- 
plici, cosi: 

-=(p(a.) + ^-^ + ^-^— ^ + ... + ^^^ 

Quindi 

/^-^éto==/9(a?)c^' + ailog(a? — a) + òJog(aj — P) + c^log(a^ 
g{oo) 

^1 ^8 _ ^t ^ a _ 

a?— a 2(a7— a)» "*' . i? — p 2(a? — p)« "' ' 

ed il primo integrale, nel secondo membro, si scinde subito in altri, calcola- 
bili immediatamente. Dunque gli integrali dei differenziali razionali si pos- 
sono sempre esprimere con simboli algebrici e (cfr. Ili, 15, e) logaritmici, in 
numero finito. 

2. Se le radici non sono tutte reali, il secondo membro si presenta sotto 
forma immaginaria , sebbene sia reale quando nel differenziale i coefficienti 
sono reali. Si fanno sparire gli immaginarii ricordando ancora (III, 35) che 
le frazioni semplici, relative ad una coppia di radici conjugate di g(x), danno 
luogo, nello sviluppo di f(x):g(x), ad una somma di questa forma: 

_ a,w + b^ a^x + b^ a^x + b^ a^x-^-b ^ 
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La questione è dunque ridotta al calcolo dell* integrale 



Si 



vH » 



{x*+px-\-q)'' 
il quale ci è noto per n = l, perchè si scinde in 

dimodoché (IX, 14,^) si ha 

\-r - I - = «log K*' + P-» + 9 + -— t:=^ - are ig * + C . 

X^+px + q Vq-'UP' yg-'UP* 

Per n>l bisogna ancora conoscere 
giacché 

r(ax+b)dx ^ r(x+y,p)dx ,. r dx 

poi, eseguendo la sostituzione x + VsJP = ^J^? — V4P' neirultimo integrale. 

Dunque tutto si riduce a calcolare u„. Ora, integrando per parti, si ha subito 

quindi 

_ 2n-3 _^ 1_ < A_ ^ + V«P \ 

"-~2n-2"-''*"2n-2*(l+<T-* ' V~^ g_i/^pJ ' 
Cosi, partendo da M, = arctg^4'C!> si perviene successivamente ai risultat 

C dx 
3. Esercizi!: a) Per calcolare I -3— : sì cominci dal porre 

1 e ax'\-h 

dimodoché debba essere, identicamente, c{a?-\'X-^\)-\'{ax'\-h){x — 1) = 1. 
Basta fare a:=l per ottenere 0=73; poi, sostituendo a e il suo valore, risulta 
aa; + ft = — V3(^ + 2)* ^^s^ l'integrale proposto si scinde in 



1, 
. 3 



quindi 

/' dr 1 , a? — 1 I , 2j:+1 , ^ 
— = —- log — — are tg VQ 
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b) L'integrale I— — - si scinde subito in %xdjo-\-l '~;k~\' ** primo 
vale ^l^a;*'\' costante, e nel secondo conviene assumere a;' come variabile d'in- 
tegrazione: 

Dunque 

/^=v.(-+'».|/i|=;)+c. 

e) Facile è il calcolo dell' integrale 

/ 'x*-x-\-l _ r ds r dx ri2x + l)dx 

{x'+x+iy *-/x»+«+i'V(»'+a!+i)' J (x*+x+iy 

Ponendo 2a; -|- 1=/|/3 nei primi due integrali del secondo membro, e calcolando 
immediatamente il terzo, questa espressione si trasforma in 

2 r di 8 r dt 1 

2 ^ 2* + l , 4 / ^ 2« + l , K3 2x + l \ , 1 



cioè 
2 

k'3 
e finalmente 



/i 



a!« — x + l ^ 10 , 2x+l , 2{a;4-2) 

<it= • — are te — -*• 

(x' + a^+l)' 3^3 V^ ^3(x« + « + l) 



dj Dato a calcolare l' integrale di dxx{x^ + a;* + 2^* + 2^* + "^ + ^)» ^^' 
sogna cominciare dal porre il denominatore sotto la forma {x -f- \){a^ + ^)^9 ® 
poi cercare di determinare le costanti c^a,ò,a\b' in modo che si abbia identica- 
mente 

1 e ax-\-b ax-\-b' 



ossia c{x*+iy+(ax+bXw*+l)(x+ì) + (ax+b')(x+l)=l. Per a7*=— 1 
si trova 

e l'eguaglianza fra il primo e l'ultimo membro, vera per un valore immaginario 
di a-, sussiste qualunque sia ^, giacché a e b' sono reali. Dopo ciò l'identità 

precedente si riduce a c(a;' + l) + («^ + *)(^ + l)=-^ > ® P®** ^■* = — ^ «^^ 
ax •\-b-=.^\^{a X '\-V)\ quindi, sostituendo, si trova c = */4, come, del resto, si 
può immediatamente dedurre dall'identità primitiva, ponendovi a;= — 1. Ciò pre- 
messo, si vede subito che l'integrale proposto equivale a 
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cioè 



V4log(^+l)-V8log(a;«+l) + V.arctga; + ^^-i^^ 
Dunque 

e) Per calcolare 1* integrale di dx: (x* -)- 1) si osservi , in primo luogo, che 

x*+l = (x*+ì)*-{x |/2)*= {x* + X |/2+ 1) (a?» - xy2+ 1) , 

e si ponga . 

1 ax-\-b ax-\-b' 

<^*+^~'x* + x\/2 + l x* — xy2-\-l' 

ossia (ax + b)(x* — ;c J/2 + 1) + (a'o; + i') (u;» + a? |/2 + 1) = 1. Facendo 
.r*4-l=^^V^2 si ottiene subito, rispettivamente, 

1 »4-|/2 , , ., 1 a;-K2 

ar|/2 2J/2 2a?V^2 2^/2 

quindi 

r dx 1_ r{x+\/2)dx_ 1_ r(x—\/2)dx 

J«*+l~~2l/2«'a!«+ay2 + l 2|/2c/ a^»— a-J/2+1 ' 
e si vede che, posto /> ^ ± |/2 , basta calcolare l'unico integrale 

rix+p)dx _ p {2x+p)d.v r dx 

J a;'^px+ ì- '^J x'+px+ l '^ '*^J f ,P\\ l 

= log|/^+^J+T + -^arctg/apJ/2+ A\-j-C , 

ed osservare che 

are tg (a )/2 + 1) + are tg (a? 1/2 — l) = — are tg / \ + costante , 

ce — 1 

per ottenere 



_^ = J_Aogl/^l±^^^^_arctg4Ì^) + C . 

f) Più facile ancora è il calcolo del seguente integrale: 

/ . . . d{c = ^L I + Al / = = arctg-r — r+O 

irl/2 
Se r integrazione si estende da ad 1, siccome lim arctg-x^— -:= — *,' «, si 

(r:=l-0 ^u«^— 1 '' 

ottiene — -=. come valore dell'integrale definito; e però, sviluppando in serie di 
potenze la funzione integranda, si giunge alla formola 

^3 5 7^9+11 '""ilTl' 
che si può anche dedurre dalla formola (17) del precedente capitolo per a=*;4^. 
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n:r^ + 1 
g) Dato a calcolare / -— — -dx^ cominciamo dal notare che 

:f!±l~i/ { ^ ! ^ + ^ ^ . 

poi , cambiando x in x^ , ed osservando che 
sì trova 

D'altra parte, per p = ± ^^3 , 

• = 2arc.tg(2a? + p) + C 






Dunque T integrale proposto vale 

^'3arctga? + V3arctg(2a;+K3) + V3arctg(2^-l/3) + C , 
o, finalmente, 

/ , , cga' = ^V3arctg— ^ . ^ , , +C . 

Lo sviluppo della funzione integranda in serie di potenze mostra che Tintegrale 
definito fra ed 1 vale quanto la somma della serie 1+-^ — -=• — ìT"!^"'» 

che noi possiamo d*altra parte calcolare mediante la formola citata nel precedente 
esempio. Infatti per a^=^l^iz quella formola dà 

K'+^4--)+^('+i-T-T+-)4('-T+i--)=S. 

d*onde si trae (IX, 18, e) 

"^5 7 11~^13"^17 19 23"^ 6" 2*^^ 3 * 4 "" 3 ' 

Invece sembra che Tespressione da noi trovata per l'integrale indefinito fornisca 
(risultato assurdo) come valore dell* integrale definito; ma (IX, 14, n) si deve no- 
tare che, neirintervallo (0,1), la funzione 3x(x^ — l):(a?* — 4a?*+l) diventa 
infinita per a? =c = 1^2 — k's , ed è negativa a sinistra, positiva a destra di e, 
dimodoché si ha 



,, / , 3a;(a;»— 1) V*' ,, 



37 
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4. Quando l'irrazionalità dell* integrando è unicamente dovuta a po- 
tenze della variabile d'integrazione x, con esponenti frazionarii, la sosti- 
tuzione x=^t^^ dove m ò il minimo comune multiplo dei denominatori degli 
esponenti, farà subito sparire tale irrazionalità, e Tintegrale, sotto la sua 
nuova forma, sarà calcolabile nel modo che si è visto. Appena però compa- 
riscono, nella funzione integranda, irrazionalità più complicate, l'integra- 
zione è quasi sempre impossibile praticamente, nel senso che non esiste al- 
cuna combinazione di segni algebrici e logaritmici, in numero finito, atta a 
rappresentare l'integrale proposto. Vi sono tuttavìa talune eccezionali classi 
d' integrali , che si lasciano calcolare con facili artificii. Eccone dei casi par- 
ticolari importanti: 

a) Per calcolare / r poniamo il radicale uguale a < — a?, 

dimodoché ^^ V^^ + P^+9 

L' integrale si trasforma in 

2dt 



J2i 



=log(2/-rp) + C'; 



quindi 

'^ ■ = iog(,r + ♦> + V'w^Tp^+q ) + e 



h 



h) Per calcolare / ■ — '■ ' osserviamo che 

(dove 2 + V'4P* è necessariamente positivo, se si vuol rimanere nel campo 
dei numeri reali) , e poniamo 



a; — V> = ^K^ + \4P^ 1 dimodoché —x^'\-px^q = [q-\-'\p^){l — t'^) 

/dt 
, e però 
Vl — t^ 



h 



Vi- 

dx X — * ,» , ^ 

: = are sen -\- C 



e) LMntegrazione per parti dà 

fV±X^ + px-^qdx=xVàz.r^ + pr^q^ r ^ (±'-' + V jjP) ^' ^ 

D'altra parte si ha identicamente 
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e per conseguenza 



r co(±x + *Up, 
J */ V±lx^-\-pX'\'q 

Dunque 

2SVàzx'^'\'PX'\-qdx 

dx 



= xV:^a^^^px + q±'UpV±-^^ + V^ + <l^Ì3^'UP')fr,-- - 

J y±:x^-\-px-\'q 

e finalmente 

SVx^'\'Px -^qdx 



5. Più generalmente sia fj x.y) una funz ione ragionale di re e di y, e 
si consideri l'integrale X/'(a;,K±^*+jP^ + a)^-p-Perquanto complicata sia 
l'espressione da integrare , è facile convincersi che 5» riesce sempre a ren* 
derla ragionale, mediante opportune sostituzioni, e per conseguenza Vinte^ 
graie è sempre esprimibile mediante un numero finito di segni algebrici e lo- 
garitmici. Basta infatti assumere ^ = a; + l/a;*+l>a; + g come variabile di 
integrazione, per vedere, in virtù delle (1), scomparire ogni irrazionalità in 
fi^iV) quando y = K«*+jpx + ?- Ciò non accade per y^V^x'^+px + q; 
ma vi è un'altra sostituzione, che conviene anche al caso precedente tutte 
le volte che le radici di y sono reali; ed è questa una circostanza che si ve- 
rifica certamente nel secondo caso, altrimenti y sarebbe immaginario por 
tutti i valori di a;. Se a o p sono le radici di dtx^+px-^qy basta porre 

por trovare 

e convincersi che l\x^y)dx prende in tal modo la forma <^{t)dt^ con ^{t) 
razionale e reale. 

6. Del resto le sostituzioni precedenti servono soltanto a mostrare la 
possibilità, esente da eccezioni, di ridurre a forma razionale T espressione 
da integrare, evitando gli immaginari] ; ma nella pratica converrà invece co- 
minciare dal semplificare, nel modo che segue, l'espressione proposta. La 
funzione razionale f{x,y) si può sempre porre sotto la forma del quoziente 
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di due funzioni intere; e se in ciascuna di queste, ordinata secondo le po- 
tenze di y, si sostituisce {±x*+pX'{'qy ad ogni y*", e (±z'^-{-px + qyy 
ad ogni y***** , si ottiene 

dove Ti ) 9« 9 4^1 ) ^% soi^o funzioni intere di x ; quindi , moltiplicando nume- 
ratore e denominatore per 9i — y4's» ® ponendo nuovamente 

si trova . . 

con 9 6^ funzioni razionali di x. Se poi ^{pi) si decompone (c/V-. § 1) in 
frazioni semplici, si vede che, a prescindere da integrali di differenziali ra- 
zionali, il calcolo deir integrale proposto si riduce al calcolo d*uno o più in- 
tegrali dei seguenti tipi 



/' 3^dx /* dx 



+ px + g 



con n intero e positivo , ed a reale o immaginario. Mercè la sostituzione 

x-=^a-\ — gli integrali del secondo tipo son sempre riducibili a quelli del 
z 

primo, ed è facile vedere che questi ultimi si riducono finalmente airunico 



I — , calcolato nel § 4. Infatti 

dove, essendo ydy=(±a; + Vii')'^» si ha 

e per conseguenza, sostituendo nella precedente uguaglianza 

Da questa formala di riduzione si deduce successivamente, per n=l,2,3,..., 
y;^=±yqFV.p/y , fx*'f = y,(±x-*Up)!/+\U(q^'Lp')fj, 

fx'j = y,y*-CUpx+qzp^Up*)},-\.*Up(3qzf:*Up*)Jy 

7. Con procedimento analogo si può, più generalmente, semplificare l'in- 
tegrazione di qualunque differenziale f{x,y)dx, la cui irrazionalità sia uni- 
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camente dovuta al radicale quadratico 

Prima si osservi che, quando m è pari , il grado del polinomio sottoposto al 
radicale nell'espressione integranda si può sempre abbassare ad m — I: ciò 

si riconosce facilmente mercè la sostituzione x = a-] — , in cui a è una ra- 



dice di y. Cosi, per esempio, tornando al caso di y = J/±a:*+jpa:+g, se si 
rappresenta con p l'altra radice di y, si ottiene y^ = l/if:(p — a)^dz 1 ; 
quindi, assumendo il nuovo radicale come variabile d'integrazione, si è con- 
dotti appunto alla sostituzione (2). Similmente il caso di m=4 è riducibile 
ad w=3; ma si cercherebbe invano di ridurre questo al caso di ♦w=2, giac- 
ché in uno studio più profondo di sifif^itti integrali, i quali diconsi ellittici, 
si dimostra che non è possibile esprimerli con segni algebrici e logaritmici, 
e che il tentarne la trasformazione in integrali di differenziali razionali è 
come se si cercasse , con deformazione continua , di ridurre a forma sferica 
la superficie d'un anello *). Mediante un calcolo simile a quello del para- 
grafo precedente si riesce soltanto a dimostrare che gli integrali ellittici son 
tutti riducibili ai seguenti 



/dx Pxdx n dx 



i quali si dicono di prima, seconda e terea specie; e si è poi condotti, con 
opportune sostituzioni, ad assumere come tipici nelle prime due specie gli 

integrali 

/d^ n sen*9ef9 

J/l — A«sen'(p ' J J/f— T»sen»(p ' 

il primo dei quali, preso fra i limiti e 9, si rappresenta con F(/c,9), ed 
il secondo, fra gli stessi limiti, si può scrivere 

1 /^^l-(l-.A^sen«9)^ 1 . ,^ ^ ^,, 1 
^/ --^__==^> = ^ F(A,9)-E(A,9) , 



convenendo di rappresentare con E(i,9) l'integrale / Kl — A*sen*9C?9. Il 


valore 9 del limite superiore si chiama amplitudine^ e 2; è il modulo degli 
integrali. Nelle applicazioni meccaniche e geometriche sono particolarmente 
importanti gli integrali F ed E, corrispondenti all'amplitudine Vs''^* ^^si 
diconsi integrali ellittici completi, e si rappresentano cosi: 

F(A)==r — _^ , ^{k)=fyi^^^^i^df^ , 



*) Vedi, per ni>4, il aCovrs d'Analyse de l'ÉcolepoIylechniqtiei» di Herraite (pp. 291 
a 297). 
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8. Occupiamoci ora delle sostituzioni alle quali abbiamo soltanto accen- 
nato nel paragrafo precedente, e cerchiamo di eseguirle in guisa da evitare 
gli immaginarli. Prima supponiamo reali le radici a,^,T di 



sia a la più piccola di esse, o la più grande, secondo che z^ è preceduto dal 
segno +, dal segno — ; sia ^ la radice media, e si rappresenti con k* il 
rapporto di p — a a T — «i sempre compreso fra ed 1. La sostituzione 
i5 = a-{-(P — a)sen'9 dà 

ztx^+ax* + ex + c= I Y — a I (p — «)'(! — A'sen*(p)sen*9 cos*(p ; 

quindi, a prescindere da un fattore costante, reale, il radicale y si trasfor- 
ma nel prodotto di J/1— i*8on*9 per senq>cos9, e però 

dx . , , d(f 

— è proporzionale a 



y ^/l — A«sen*(p 

Al medesimo risultato si giunge quando le radici non sono tutte reali, nella 
quale ipotesi, supponendo sempre reali i coefficienti, ad y* si può dare la 
forma ±(a:— a)(a;*+l>^+3)i con a, p e g reali. In questo caso si ponga 
a: = a±J^a'+j)a + jtg*-~. Un calcolo facile dà 

±(x- «)(«• + px + ?) = («' +P« + «Al - k*Ben*<f) ?- . 

dove il numero ^^^ "2" 

è sempre compreso fra ed 1, giacché 

a«+p« + g=(« + V,P)' + (?-V4P*)>(« + V,P)'. 

/dee i^^d^f' 

— si trasforma in F(A,9); ma il calcolo di / ^ — 

si riduce al calcolo dell'uno o delFaltro degli integrali 

r sen'yrfy C ^^'t^^^ ^ 

J ^/rr^»sen> ' J Kl — ^'sen«(p 

secondo che le radici di y sono, o pur no, tutte reali. Abbiamo visto che il 
primo è riducibile agli integrali F ed E; ed ora, per mostrare che altret- 
tanto si può affermare del secondo, osserviamo che 

d^onde segue, integrando. 



/ 



* tg*|(f9 



.^_ =F(A.y)-2E(A,y) + 2tg-|-.|/l-A*sen«y 
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Quando poi y^ è uq polinomio del quarto grado, abbiamo già detto che, se 

a è una sua radice , basta la sostituzione ri; = a -| — per essere ricondotti 

z 

al caso precedente; ma se il polinomio non ha radici reali, conviene ricor- 
rere ad un'altra sostituzione, che noi qui ci limitiamo a segnalare, trala- 
sciando la discussione *) che vi conduce. Sia dunque 

e si supponga essenjsialtnente positivo ciascun fattore del secondo membro. 
Se si pone 



(p—PÌ^^^^-^'—Viq - 9y+(p—p)(pq' - qp) » 



{p-p)t^=q-9+V(q-qr+(p-pHpq-qp) . 

la sostituzione da adoperare è 

^_ X + ti wtg y 
l + mtg9 ' 

dove m rappresenta il più piccolo dei numeri . 

^ V'^—PV'+q • y ì»''' — PV'+q ' 

9. La possibilità d'integrare f{x,y)dx con segni algebrici e logaritmici, 
nell'ipotesi y* = ±a?'+j)a; + j, è tutta dovuta al fatto che questa equa- 
zione rappresenta una conica, la quale (VI, 30) è una curva unicursale o di 
genere aero. Più generalmente, se in f{x^y) si suppone y vincolato ad x me- 
diante l'equazione F(a;,y) = d'una curva unicursale qualunque, è chiaro 
che f{x,y)dx si potrà rendere razionale assumendo come nuova variabile 
d'integrazione quel parametro /, in funzione del quale x qA. y sono espri- 
mibili razionalmente. £ cosi accade che innumerevoli differenziali, la cui ir- 
razionalità è in apparenza assai più complicata di quella dei differenziali 
ellittici, si lascino agevolmente ridurre a forma razionale, e quindi integra- 
re. Di gran lunga più difficile è la dimostrazione della proposizione contra- 
ria: se la curva F(;i;,y) = non è unicursale, V integrale Sfi^^V)^ iion si 
può rappresentare con soli segni algebrici e logaritmici, in numero finito. 
Ci viene cosi rivelata l'intima causa dell'impossibilità già segnalata per gli 
integrali ellittici , giacché la cùbica y^=a^x*-\'a^x^'\-a^x + a^, general- 
mente priva di punto doppio, è del genere 1: essa non è unicursale se non 
quando ammette un punto doppio, per la qual cosa occorre che due delle tre 
radici di y coincidano in una (a=p), ed allora basta porre a?=Y+^* per 
rendere razionale la funzione integranda. Un po' più generalmente, tutte le 



*) Sch 1 oenri Ich « Théorie des intégrale^ et des fonctions elliptiques » (trad. Graindor- 
ge,pp.3-6). 
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Yolte che y si trova vincolata ad x mediante requazione 

ay" + bxy''-' + cxY~^ +... = aY^' + Vxy''"' + e a; V"' + • • • , 
basta porre y = tx per trovare 

e cosi trasformare f{x,y)dx in 9(0^^, con ^(t) razionale. 

10. IDifferenziali binomii. Si chiamano cosi i differenziali che han- 
no la forma a^ia + bx^^^dx, Eappresentandone brevemente T integrale con 
3(ì)j2), osserviamo che la sostituzione a+&j/*"=* dà 



'^^^^^=^ij^-rp'* 



p + 1 
ed il secondo membro si sa calcolare quando è un numero intero. L'in- 

tegrazione è immediata se questo intero è positivo; nel caso opposto basterà 
eseguire la sostituzione ^0**, scegliendo il numero intero n in modo che nq sia 
intero, e riducendo cosi il differenziale a forma razionale. Se poi :^{a-\-bx^)^ 
si mette sotto la forma x^*'^'^(b '\' ax'^f ^ si vede, applicando la condizione 
precedente, che l'integrale dato si calcola subito (mercè la sostituzione 

h'\-ax''^= t) anche quando è intero il numero _ . Dunque, quan- 

do è intero uno dei numeri 

p-\-\ p + l ^ ^ 



m * m 



r integrale proposto è trasformabile in un integrale di differenziale razio- 
nale. È stato inoltre dimostrato *) da Tchébychew che son questi i soli 
casi, nei quali il differenziale binomio è integrabile con segni algebrici e lo- 
garitmici. Qui si sottintende che il differenziale non sia già razionale (e 
quindi che p, q^m non siano tutti interi), o che non sia immediatamente 
riducibile a forma razionale con una sostituzione j; = r, come (c/r. §4) si 
può fare quando p ed m sono frazionarii, e q intero. Esclusi questi casi, 
si suppone dunque q frazionario, p ed m interi, ed inoltre »»>0, come 
sempre si può, ponendo, se occorre, x = l:t 

11. Per calcolare o soltanto per semplificare un integrale di differenziale 
binomio si cerca di esprimerlo mediante integrali analoghi, ma più sempli- 
ci. A ciò si riesce osservando, in primo luogo, che si può sempre ridurre q 
ad essere compreso fra ed h Infatti , se si suppone p + 1 ^ , V integra- 
zione per parti dà 

/jjP+i -jjP+t mah 

3ÌP.q)==S(a+bxyd—-=--(a + ba^^y-^-^^ . 

*) « Journal de Liouville » (1853, p, 108). 
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D* altronde si ha identicamente 

65(i)+m,g — l)=3(p.g) — a3(p,g — 1) . 
Dunque 

(p + mq + ì)dip.q)=a^\a + bary +mqa3(p,q-^ì) . (3) 

Da questa formola si ricava 3(jp,g) o 3(jp,j — 1) secondo che q è positivo 
negativo; ed operando più volte di seguito si riesce a sottrarre da 2>0, o 
ad aggiungere a g<0 tante unità quante si vogliono. Si noti che, quando 
uno dei coefficienti di d(pyq) o di dip^q — l) è nullo, si è in uno dei casi 
d'integrabilità, ed è la stessa formola (8) che dà il valore di d(p,3— 1) o 
di 9(p,q)' Similmente si pud sempre ridurre p ad essere compreso fra ed 
m. Infatti T integrazione per parti, condotta in altro modo, dà, supponen- 
do 2 + 1^0, 

D'altra parte 

d(p-'m,q+l) = a3(P'-m,q) + b3(Prq) ; 
quindi 

(p+mq + ì)ò3{p,q)=x^-^*'(a-\-bx'^y*'^(p^m + l)ad{p'-m,q). (4) 

Da questa relazione si ricava 3(p,q) o dCp — m,^) secondo che p ò posi- 
tivo negativo. Adunque si vede che, mercè l'applicazione delle formolo (3) 
e (4), il calcolo dell' integrale di qualunque differenziale binomio è sempre 
riducibile al caso in cui si ha 

p ed m interi , w>0 , 0<g<l , 0<p<m . 

12. Esercizi! : a) Per calcolare / \/x^ + 2a? — 1 — si ponga il radicale agua- 

J ^ 

le a t — oc, dimodoché 

2 <+l ' '^ ^ 2(^+1) * 2(^+1)* 

L'integrale proposto si trasforma in 

1 r {t*+2t-i)*dt r/i 11 2_\ 

quindi si ottiene, con un calcolo facile, 



/' 



(/a3^2a?— 1 



dco 



co 

Più rapidamente si giunge al risultato scindendo l' integrale proposto in 

/ (w + ì)dco r dx r doo 

J/a?«+2a?— 1 J Kfl?* + 2«— 1 J coYx' + ix—l ' 
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ed osserrando che 

di 



/"■ dx r X , X — 1 
— =ip 1 — risdbarcsen — 



C, 



dove (c/>*. IX) 14, a) bisogna prendere i segni superiori o i segni inferiori secondo 
che X è positivo o negativo. La prima forma h preferibile appunto perchè noo vi 
è ambiguità nei segni. Del resto l'equivalenza delle due forme risulta dall* identità 

±arcsen-^^^=:2arctg(x + ^^iw«+2a;— l)— (1±'2)-^ . 
a?l/2 4 

h) In modo analogo si calcola SV^^— ^ — \ "0^9^ questo si può anche con- 

X 

siderare come Tlntegrale d*un differenziale binomio, per cui si ha /}= — 1 ,m=2, 

1 » + l 
qz=z-—. Ora, essendo = 0, è soddisfatta la prima condizione dMntegrabi- 

lità (come sempre avviene quando 2} = — 1, qualunque sia m^O), e però si è 
condotti a porre x^ — 1 = ^'; quindi 

e) Se si vuol calcolare l'integrale di > considerando questo come 

un differenziale binomio, si osservi prima che p== — 3,tn=l,g= — 7«* Soddis- 
fatta la prima condizione d'integrabilità (come sempre accade per m = zi=I, 
quando ^ è intero) , basta porre a?— 1 = ^* per rendere razionale il differenzia- 
le, e trovare, con una facile integrazione, 



Si 



da 



: V^ arccos-^ + \ )/a7— 1 + C . 



x^Vx^l Vx 4a;« 

x^dx 



/* X dx 

dj Nell'integrale / z=^:: si ha i) = 4, w = 2,g= — •/•» ed 

J {l^x'Wl-x^ « + 1 
è soddisfatta la seconda condizione d'integrabilità, giacché =—^ [- gr = 1. Biso- 

gna dunque porre a?"*— l = r*, cioè 



t , di 

0?= — , dx^zi' 



VT+? (J/IIT»)' 



8 ' 



ma, nel caso attuale, si giunge più rapidamente al risultato eseguendo prima una 
integrazione per parti: 

-= /a?»d(l — aj«) ^= —3/ = — V,arcsena;-f C. 

(l_a,«)i J |/r=^ J yi^x^ 2Kl-a?* 

Ciò equivale ad applicare la formola (4). 

^^M^ 1 1 1 

^^ Per r integrale di — dx si ha/)= — ■o"i''* = 'T '^^IT» ^ 
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poiché ^ =2, è soddisfatta la prima condizione d* integrabilità. Si è dunqae 

sicori di giungere al risultato assumendo come variabile /=1-|-K ^-L^osì Tinte- 
graie proposto si trasforma in 



quindi 



J you 

/* x^dx 
—zzuzr si cominci dairosservare che, essendo 
V\-x^ 

m 2 ' m "^^ 2 • 

la riduzione ad integrale di funzione razionale è possibile solo quando n b intero. 
Secondo che n i dispari o pari, Tintegrale è riducibile ad una delle seguenti 
forme 

^ -/ (ì + ty 



t 



ponendo (rispettivamente) a?= |/ 1 — <* o x= — ■ . Del resto l'integrazione 
per parti dà la formola r 1 + ^ 






che permette di ridurre T integrale proposto, secondo che n h dispari o pari, ad 
uno degli integrali 

/' xdx ,.; — -s . ^ p dx 
= ~Kl-a^* + C , / = arc8eng + C. 

Se si estende T integrazione da ad 1 si ricade su risultati giÀ noti (IX, 16, y), 
come facilmente si riconosce mediante la sostituzione a7=:senO. 
g) Se si vuol calcolare V integrale ♦) 



basta osservare che il coefficiente di dx è, in virtù della formola di Tartaglia, 
radice dell'equazione y' + Sxy — 2x' = 0, per essere subito condotti, ricordando 

2 — /* 



l'osservazione fatta in fine del §9, ad eseguire la sostituzione x = - ^, che 



*) Hermite « Cours d'Analyse » p. 24!^. 
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trasforma l'integrale dato in 18 / -^^^ 575 — ; poi, per 2 — ^' = 36, in 

quindi 

del c9.1.1irex>ezi.sElctU. tJt*ctsoezi.c9.exi.-tl. 

13. Barissimi sono i casi d'integrabilità (mediante i segui funzionali 
noti) dei differenziali trascendenti; e nei casi più semplici si ricorre a par* 
ticolari artificii piuttosto che a regole generali. Sono tuttavia da notare i 
seguenti: se /* è simbolo di funzione razionale, si possono sempre calcolare 
gli integrali 

Sf(e')dx , Sf(^^^)^ t //"(seno? , cosx)cir , 

assumendo come nuova variabile, in ciascun caso, ^=e*,<=tg;c,<=tg — . 
Cosi si ottiene 

//•(8enx,cosx)da;=y/-(_- , ì^-^jj^-^; 

ed i secondi membri si calcolano facilmente come integrali di differenziali 
razionali. Le medesime sostituzioni sono spesso utili anche quando f non è 
simbolo di funzione razionale. 

14. Esercisii: a) Mercè la sostituzione e^'=-t si giunge facilmente ai se- 
guenti risultati : 



i ottiene 



h) Ponendo \%x-=it si ottiene 
dx 



h 



1 + tgar 

e) Similmente si riduce subito il calcolo di /tg^twte a quello di / r -j; 

•/ 1 + ^ 
ma si può anche, quando n è un numero intero positivo, procedere con succes- 
sive applicazioni della seguente formola : 

Sxz'^xdx^ /ìf-i 1) ig^-^xdx = l?^-/tg-V6te . 

J Vcos'a? / n — 1 
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In tal modo si finisce per cadere , secondo che n è disparì o pari , sopra Wtity èùi 
seguenti integrali: 

Xtga?da? = — logcosa?4*C > /da; = a7 + C . 

Il medesimo procedimento può servire quando n è negativo; ma in questo caso 
è preferibile osservare che 



/ 



,-=— = Tcot'*a7diP= — ; fcot'^-'ajdij? ; ecc. 

tg ne "' n— I 



/ì 



/* dx 
—zizr si ponga igco=^t*. LMntegrale proposto si tras- 
ytgx 

n dt 
forma cosi nell'altro 2 I ^ , giÀ calcolato (§3, e); quindi si ottiene 

= — z- log(sena? + cosa? + l/sen2a?)H — are sen (sena? — cosa?) + C . 

|/tga? J/2 J/2 

e) Spesso negli integrali della terza forma indicata nel § 13 si può evitare 

X 

la sostituzione tg--- = ^, o qualsiasi altra, mediante T integrazione per parti, ac- 

compagnata da opportuni artifici!, fra i quali è notevole la moltiplicazione del 
differenziale per sen^a?-{~<^os'^=l. Per esempio 

y^ dx n dx ^ r doc , . . ^ 

setrxcotrx J cos'x J sen'a; 

f) Similmente si può calcolare 

/»_^ cot^/_l_ 3_X £ ^ 

,/ sen'o? 4 Vsen»^ ^28enar/^ 8 '^^ 2 ^ 

X 

facendo uso deìla sostituzione tg — =^; ma h più conveniente ridurre Tintegrale 
ad uno dei seguenti (cfr, IX, 12, a) 

J sen*a7 J sena? ^2 

— ;j— , con n in- 

y* c?a? /^sen'a? + cos'a? P dx ^ C a ^ - 

sen"a? J sen"a? ^ Jsen'^a? n — \J 

quindi, integrando per parti, 

y*da? n — 2 P dx 1 cosa? 

sen'^a? ^n — ìj sen'*"*.^ n — 1 sen*"'ar 

Analogamente si calcola / — ^ . 
^ cos a? 

a? 
gj La sostituzione tg--- = / dà 



sen"-'x ' 



J j/sen./ J Vt{\+t'') 
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Ci troviamo dunque in presenza d'un integrale ellittico, che si può anche conside- 
rare come r integrale d'un differenziale binomio, per cui h 

1 „ 1 P + 1 1 P + 1 , 1 

Pertanto (§ 10) ò vano sperare che si possa giungere, per qualsiasi via, ad espri- 

P dx 
mere I — , in forma finita, con segni algebrici e logaritmici. 

*/ |/sena? 
h) Nemmeno occorrono sostituzioni per calcolare integrali come /sen'^r (fa;, 
/cos^a:da7, ecc. La trigonometria fornisce le relazioni 

3 1 ^ 4 1 . . 1 « . 3 

sen'j7 = -T-sena7 — -senSo? , cos*./? = — co84a? + "7r^°82a?4--s- % 

4 4 O .6 O 

dalle quali segue subito 

3 1 113 
J*sen'ii7e?a?= — co8a? + — ^°^3a; + C , Xcos*^da?=— -sen4a7 4----sen2j?-|-— ic+C 

4 l<c oZ 4 8 

i) Similmente, dato a calcolare /sen'^cos^j^do?, si comincerà dallo stabi- 
lire le due formolo trigonometriche precedenti , per dedurne, mediante moltiplica- 
zione (c/y*. IX, 12, e) , 

32sen^a?co8^a; 

=38ena?cos4a7-|-12sena?co82a? — sen3a?co84a? — 4sen3a?cos2a;4*98ena' — 38en3x' 

= */t(3sena7 4-3sen3a7 — sen5:z7 — sen7a?) ; 
poi, integrando, 

J*8en'a7C08*a?da;= — ( — Scosa? — cos3a? + V6<5^®5a? + Vt^osTo?)-}- C . 

In modo analogo si calcola qualunque integrale del tipo /sen*"a7Cos**a7c/a?; ma si 
può anche adoperare una formola di riduzione, che si ottiene mercè 1* integrazione 
per parti : 

(m + n)/8en"'a?co8*a?da?=:sen'***a:cos*~'a?+(w--l)/sen'"a?cos*"*a?cte ; ecc. 

j) Basta talvolta la sola integrazione per parti per fare scomparire le tra- 
scendenti sotto il segno dMntegrazione. C!o8Ì, per qualunque funzione razionale /, 
si ha 

e Tnltimo integrale h sempre calcolabile. Per esempio (c/V. § 3, ò) 
/a7log(a?*-l)da; = V«^log(a'-l)-2/-^— y 

=(a?* — l)logt/^»^-f(a?« + l)logJ/a;*+l— a?' + C , 

k) Per finire richiamiamo Tattenzione del lettore suiresisienza di sempli- 
cissimi integrali *), contro i quali sMnfrangono tutte le regole d'integrazione. È 



•) Hermite, /or. cit. , p. 260. 
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facile ottenere, per esempio, 

dtgCoj + arctg — )=;^ , 

\ x) (ascoso? — sena?)* 

e si è, per conseguenza, in diritto di scrivere 

y' r, = tg(a? + arctg— ) + C ; 
(a? coso? — sena?)* \ xf 

ma, se si vael ritrovare questo risultato mediante il calcolo del primo membro, le 
attuali risorse del Calcolo integrale sono e saranno ancora per lungo tempo insuf- 
ficienti. 



xzx-tei 



•ctui <a.eflxiA-ta. xi.o-te-iroiJi» 



15. Integrali ellittioi. L'integrale ellittico completo (§ 7) di prima 
specie, F(i), ò facilmente calcolabile per serie, giacché si ha 

P(A)=y^(l + ÌA*sen«9 + |^**sen^9+^**^ 



quindi, richiamando la formola (14) del precedente capitolo, 

^*>=fi'+a*)'+Gt:*-)'+(io")'+-i- <»> 

Facile è lo studio del modo dì variare di F(i) quando i va da ad 1. Evi- 
dentemente F(i) cresce sempre, da F(0) = Vi^ ^^^ ^^ 



P(l) = lim r^ = llm logl+^: 



00 



• • \ 

A destra di i=0 la funzione cresce lentamente, giacché 
la sua linea rappresentativa si comporta come la para- < 
boia y = ^Utzx* a destra del vertice ; ma finisce poi per cre- 
scere rapidamente, tanto che la detta linea diventa assin- 
totica alla retta X; = 1. Per vedere come si comporta la 
funzione in vicinanza di questo valore di h , osserviamo 
che il coefficiente di i'*" nello sviluppo di F(i) ò assintotico , in virtù della 

formola (15) del precedente capitolo, ad ^, d*onde segue (111,21) che, 
alla sinistra del valore £ = 1, tende ad esser vera Teguaglìanza 

1 




F(A) = log 



Kr=x* 



(6) 



16. Similmente si calcola l'integrale ellittico completo E(X;), di seconda 
specie, scrivendo 



E(A) 



=J (l-y*'»^'^'9-2^4A*Ben^»- 2!^ ' 
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ed integraado termine a termine : 

B<*)=ft'-a*)'4G^:*')-i(^^f--!- <" 

Quando h cresce da ad 1, questa funzione, decrescendo sempre, vada 
VjW fino ad 

E(l)=: leos(^d(^=il . 
* 

A destra di A;=0 la sua linea rappresentativa si comporta come la para- 
bola y= — Vs^-^'t mentre per 4 = 1 essa tocca la retta i = l. Per coayÌD- 
cersi di ciò basta calcolare la derivata 

-<')=-f|(^M(t>-)V|(ii|»-)'+-i- 

ed osservare che 

AE'(A) = E(A)-^F(A) , 

d*onde segue limE'(A:) = — oo. Per sapere poi, con maggior precisione, come 

si comporta E{k) a sinistra dell* unità, si noti che, per k tendente ad 1 , il 
teorema di THospi tal dà 

,. l-E (A) 1 ,. E'(k) 1 ,. F(k) 1 

hm i-i— - — =:---lim — — =:^---lim 7 = — . 

Dunque, assintoticamente, 

EW=l + ^^'log J_ . (8) 

17. Le formolo (5) e (7) , molto utili per calcolare i valori di F e di E, 
corrispondenti a valori piccolissimi di k, sono inservibili quando k non è 
abbastanza piccolo , perchè le serie (5) e (7) convergono lentamente. Se k 
è vicinissimo ad 1, le formolo assintotiche (6) ed (8) servono soltanto a 
mostrare Tandamento generale di F e di E; ma per calcolare i valori di 
queste funzioni bisogna rendere più complete le stesse formolo, in guisa da 
poter contare sopra una sufficiente approssimazione. Noi qui vogliamo limi- 
tarci a far vedere come il calcolo degli integrali F ed E si possa sempre 
ridurre al calcolo di analoghi integrali , corrispondenti a valori del modulo, 
piccoli quanto si vuole. Questo scopo si raggiunge mercè la sostituzione di 
Lande n 

in cui la costanto |x (compresa fra ed 1) è definita daireguaglianza 
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Ila calcolo facile dà 

1/1 « i- 1 — }isen*^ Kl— lit^sen'4; , 

l + jisen*^ ^ l+[i8en*+ ^ 

quindi dalla (9) si trae, differenziando, 

d9 _ (^+? )d^ 



|/1 — A»sen«(p |/l — |Ji*8en»4; 
e finalmente 

F(A) = (l+pL)F(pt), (10) 

dopo avere osservato che, quando 4^ va da ad Vi^> crescendo sempre, 
altrettanto fa la variabile primitiva 9. Un calcolo analogo, che per brevità 
omettiamo, conduce all'altra importante formola 

Hf^)=-^^(\^)-(l-V'mì^) . (11) 

È chiaro che le due formolo precedenti sussistono anche quando gli inte- 
grali non sono completi ; ma le amplitudini 9 e tp hanno allora valori dif- 
ferenti, vincolati dalla (9). La (11) porta in luce questo notevole fatto: 
ogni integrale eìlitiico di prima specie si pud esprimere mediante due inte- 
grali ellittici di seconda specie. 

18. Torniamo agli integrali completi , e facciamo vedere come si possa 
utilizzare la (10) per calcolare F(A;), anche quando 7c è vicinissimo ad 1 
Partendo da k si costruisca una successione di numeri , tali che 

jfe-£l^ jfc-il^ Jt-2J/À; 

i+k, ' **~i+A, ' '^^-r+s; ' ••• • 

in generale bisognerà prendere 

_ i-|/rz:À7 i-(i-Aj ^, 

I numeri &^, positivi e decrescenti al crescere di n, tendono dunque ad un 

limite ?<1. Questo limite deve soddisfare all'equazione 1= , la qua- 

1 1 ^ 
le, sbarazzata dalla radice Z = 0, e dall'altra, inammissibile, {=1, si ri- 
duce a 2 + J/r+iI=0, priva di radici reali. Dunque 1=0. Ora l'applica- 
zione ripetuta della formola (10) dà 

P(A) = (l-fA,)(l + A,)(l + A3)...(l + AJP(AJ, 

dove k^ è piccolo quanto si vuole; e cosi, per n sufficientemente grande, si 
può calcolare prima ¥(kj mediante la (5), poi V(k). Crescendo n all'in- 
finito si ha limP(A;J=:F(0)=Vt^. e conseguentemente 

F(A)=V.w(l + A.)(l + AJ(l + A3) 

Costruita una tavola di valori di F , la formola (11) permette di calcolare 
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analogamente i valori di £. Siffatte tavole, utilissime nelle applicazioni, 
sono state costruite da Legendre (anche per gli integrali non completi), e 
diconsi tavole ellittiche *). Qui ci limitiamo a ricavarne alcuni valori : 

f(|) = 1.617... . f(|) = 1.685... . f(±)=1.854... . p(l^3)= 2.156.. ; 
e(.Ì)= 1.526... . e(Ì.) = 1,467... , e(±)=1.350... . e(ì^)=1.2U... . 

— 1=^-- , già trattato (§ 14,^) mediante 

I/sena? 
a? - 

la sostituzione tg— - = /, e preferibile la sostituzione più semplice sena7=r/, dalla 

quale si è poi condotti^ mercè la sostituzione ^=cos*9 (indicata dalle conside- 
razioni del §8), airespressione normale dell* integrale proposto: 



In particolare 



J J/l-f cos»<p J l/l — V,8en«(] 



|/sena7 ^2/ 

/dx /* x^dx 

— e 1 — uzzolir pc- 
|/l — 0?* Jl/l—o?* 
nendo ir = cos9. Cosi essi si trasformano rispettivamente in 

l/2J|/l-V,8en«9 ^'2Jl/I-V,8en*q) J 

In particolare 

/'da? P dai 

, / — . 

La sostituzione 1»= — 1 -f- K3 tg* -|- , applicata al primo, dà 

/ ' dee __ 1 /* ^9; 

^^^~hj \/, (^ + ^^y8en«/ 

AI secondo bisogna invece applicare, in virtù delle cose dette in fine del §8, la 
sostituzione 

^^ tgy-(l + k^) 

*) Legendre, a Tratte dea fonctions clUptiques », U IL 
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Così r integrale proposto si trasforma in 

(2 + |/2)d9 






|/8en«9 4- 6 (3 + 2^/2) sen*(p cos»? + (3 + 2 J/2)* eoa* ip 
L'espressione sottoposta al radicale risulta dalia moltiplicazione di 

sen»(p + (3 + 2 K2)*cos»9 = (3 + 2 1/2)* fi - - ^^^-^ sen**") 

\ 3 + 2k'2 / 

per 8en*7 -}~ coB*f = 1. Dunque 

-^/2)d9 



C àx ^ r j2-| 

Jvw^* J j;ZJ 
y 3+ 



lJ/2 

— -— sen»9 

4-21/2 

Se poi si osserva che 



M 4|/2 .. i_|/i_A« 1 

per «' = — r 81 ha pi = - — 



3 + 2|/2 1 + J/1_A» 1/2 

si ottiene, applicando la formola (10), 

/^ = i /_^=(,_J__)p/ 1Ì:!,)= 1 f(-L)=0.927... . 
»/|/l+^« ^Jyi^fx* V 1/2/ \l + |/2/ 2 V|/2/ 

d^ Un integrale ellittico può pur presentarsi con un modulo A>1; ma è 
sempre possibile ridurlo ad un modulo compreso fra ed I. Si considerino, per 
esempio, gli integrali 

J yi—khen*<f J 

nei quali il limite superiore non può raggiungere il valore Vs^» ^^ può andare 
fino ad un valore massimo a, definito dall'eguaglianza sena = 1 :k. Quando 9 va 
da ad a, la variabile 4^ , vincolata a 9 dalia relazione sen^ = /tsen9, cre- 
sce da ad Vs^> ^ poiché 

d9 d^ 

j/l— A»8en'<p I/A«— sen*4; ' 
si ha 

Per esempio 

/ ''' - = 1.311... , / K 1 — 2 3en'<pd9 = 0,599... . 

% Kl-2sen»9 % 

e) Per un pendolo semplice, di lunghezza l, si dimostra in Meccanica che 



-sos- 
ia durata dì un'oscillazione completa, di ampiezza ?a, i misurata dall' integrale 

de 






[ |/cos6. 



-cosa 



in cui g è Taccelerazione della gravità nel posto di osservazione. Questa impor- 
tante forinola serve appunto a calcolare g in ciascun luogo della superficie terre- 
stre, e per conseguenza a far conoscere, mediante un gran numero di osservazioni, 

a 6 

la forma della superficie stessa. Posto Ar^sen---, e sen--- = A8en9, si ba 



cos 



6 — cosa = 2(sen*~ — sen'---j=2A*cos*9 ; 



poi, osservando che, quando varia da ad a, 9 va sempre crescendo da 

ad Va^» 

Se a è piccolissimo si può ridurre T al solo primo termine, indipendente da ot, 
e si viene in tal modo a dimostrare T isocronismo delle piccole oscillazioni. Per 
avere una maggiore approssimazione basta prendere un termine di più, nello svi- 
luppo di T, pure, applicando la formola (IO), dopo avere osservato che nel 

caso attuale è |i = tg*---, si può scrivere 
4 



.aro 



4 



f) Un altro notevole integrale, che si presenta nello studio dei vortici, è 



Sic 
ab p cos8c?6 






f |/a* + ò* + c' — 2a5cos6 

Cominciamo dal ridurre alla sola metà inferiore Tintervallo d'integrazione, osser- 
vando che la parte dell* integrale, riferentesi alla metÀ superiore, si trasforma nel- 
l'altra mercè il cambiamento di 6 in 2ir — 6. Si può inoltre supporre ad > , 
perchè, se fosse a6<0, basterebbe cambiare 6 in 17 — per essere ricondotti 
alla prima ipotesi. D*altra parte si noti che si ha 

a« + 6« + c«— 2aòco86 = (a + ft)« + c* — 4flòcos*|.==-^(l--A«co8»-|.)^ 

ponendo , _ 



Per conseguenza, se si prende come variabile d* integrazione 9 = VsC^ — ®) « sì 



ottiene 



cosdrfd _ ^ \/1 r ^os29cf9 
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quindi, scrivendo 1 — 28ea*f al posto di 00329, 

2 



^<I)=AF(A) + -|E(A)-FWJ. (12) 



Le formolo (5) e (7) conducono poi all'espressione di 4> mediante una serie, che 
procede secondo le potenze ascendenti di k : 

Ad un'espressione più semplice si giunge passando dal modulo k al modulo 



1 + yi-k* l/(a + 6)» + e« + y{a-b)* + c* 
mercè le formolo (10) ed (11). Infatti, se si osserva che 
2 



^rk ■ ''•*"+''-T='^'-(t^^+f^)=-j^. 



la (12) si trasforma in 

--^*=-^(E(|i)-F(p.)). (13) 

yaò Yii. 

In altri termini V integrale proposto si trova cosi ridotto alla forma tipica (§ 7) 
d^un integrale ellittico di seconda specie : 

^ % J/l — [i»sen*9 

Svolgendo in serie il secondo membro di (13) si ottiene 

Quando k è piccolissimo, questo sviluppo è più conveniente di quello precedente- 
mente dedotto dalla (12); ma per k vicinissimo ad 1 conviene invece applicare 
direttamente alla (12) la formola assintotica (6). 

gj Con un calcolo un po' lungo , ma che non offre difficoltà di scNrta *), si 
giunge al risultato 






/i 



dove /d'== J/l — A*; e da questo poi scaturiscono, per k vicinissimo ad 1, le for- 
molo a cui si è accennato in principio del §17. Qui ci limitiamo ad osservare che, 
se il secondo membro si pone sotto la forma 

-'/*(F(A)- V.«)logA-V4«^P(*') + »ogA) . 



*) S c h 1 5 m i I c h , /oc. cit. , p. 37. Vedi anche « Bulletin de Darbouof » (1897, p. 109). 
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e 8i fa tendere A a 0, si ottiene, ricordando (IX, 10, d) che I logsenfdf vale 
— *l^f:\og2y e scambiando poi k con k\ • 

lira (F(*)+ log Kr^) = log4 . 

Onesta forinola non solo include la (6) , ma permette di apportare in questa e 
nella (8) una leggiera correzione, col porre la differenza fra il primo ed il secondo 
membro della (6) uguale, non a zero, ma a log 4: 

P(*)=log-^=^ , E(A) = l+i^\og. ^ 



hj Per dare ai lettori un saggio delle difficili questioni che si possono risol- 
vere mediante gli integrali ellittici, vogliamo qui segnalare due interessanti for- 
molo per trame alcune conseguenze^ Quando A va da ad 1, gli integrali F(k) 
ed F{k') variano in modo che il rapporto del secondo al primo va da zero air in- 
finito, crescendo sempre; e per conseguenza, dato un numero qualunque ,v fra 
ed ], esisterà sempre un valore di A, ed uno solo, per il quale si avrà 

Il 1-P(^') 

Orbene si dimostra che 

dove A è la funzione di x^ definita dalla precedente uguaglianza. In particolare, 
quando co si accosta indefinitamente ad 1, si tende ad avere F(A)=fc*:21og — , 

X 

e però la somma della serie tende ad assumere la forma (c/V. Ili, 24, c^) 



Similmente si ha 



1/ , .^ . ovvero 1/ ^-^ . 
f log(l:a?) r 1 — a? 



1 — 2a? + 2a?* — 2a?* + 2^'» =|/Ì.ftT(A) , 

e per conseguenza (cfì*. Ili, 24, e), ricordando la (6), 

Invece per A^ — —. essendo allora anche *'= , ò «=«"*; quiDdi 

l+2e-«+2e-*'+&-*«+2«-'"' + ... = |/|-F(-L^ =1,086... 

l_2e-«+2«-^_2e-*« + &?-»•* = |/^Ffi^^ = 0,913.... 

« \J/2/ 

Se poi si vuol fare lo scambio di k con K ^ bisogna ad x sostituire un altro nu- 
mero x\ vincolato ad x dalla relazione log — log— ; = «•; e siccome, d'altra 

X X 
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parte, si ha ^ ^ 

(ì+2x + 2x* + 2a» + . . .) 6og~y= j/~ P(*)P(*') , 

si vede che il primo membro rimane inalterato, come il secondo, quando ad os si 
sostituisce a; e si riesce in tal modo a dimostrare una relazione segnalata prece- 
dentemente (III, 24, d). Finalmente si noti che, quando si passa dal modulo k a 

2Vk 
x = — -^— mediante la sostituzione di Landen, questa conduce anche, appli- 

cata in senso inverso, da h' a x'=;)/l — x*, sicché, in virtù della (10), 

F(x)={l + A)F(*) , F(x') = V,(l + ft)F(A') ; 

ed il valore ^ ài x, corrispondente a x, i tale che n ha 

Lì 1— ^)_i.!W— Il 1 
« '°^ 4 — F(x) ~ 2 F{k)~2n°^ x ' 

cioè 4=^0;. Dunque 

l-f2|/^ + 2j/5« + 2|/^4- ^j/— (1 + A)F(A) , 

l-2l/5+2|/^-2j/^+ = [/|-(l-A)F(A) . 

Cambiando nuovamente A in x si ottiene 

1 + 21^5+21^^+2»^^ + = (l + KÀ)j/-F(ft), 

l_2)/5+2|/^— 2|/:J^^ =(ì-|/a)[/-F(*). 



e se ne deduce 



2yw + 2Va.' + 2yx'' + _ ^~ 

l+2a? + 2a?* + 2u.» + — K'** 

D'altra parte 

l-2a: + 2a^*-2a;>+ _^p 

l^2a) + 2x* + 2x^ + '^^ • 

Ora, elevando alla quarta potenza e sommando, si trova V identità 

(2 J/^+2|/^+2(/^+. ..)*+(!-- 207 + 207^-.- 2^* + ...)^ 

= (l+2a? + 2a?* + 2a7» + )* , 

dalla quale è poi facile dedurre, uguagliando fra loro i coefficienti delle medesime 
potenze di x nei due membri, il seguente teorema di aritmetica: il numero dei 
modi di spezzare in quattro quadrati un intero dispari è otto volte il numero 
dei modi di spezzare il quadruplo del medesimo intero nei quadrati di quattro 
interi dispari positivi. 
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20. Integrali euleriani. Si chiamano cosi gli integrali 



dei quali il primo si dice di prima specie ^ ed è una funzione delle due va- 
riabili |Ji e V, evidentemente simmetrica (come si riconosce cambiando x in 
1 — x); ed il secondo, funzione delVunica variabile |i, si dicedi seconda 
specie. Abbiamo visto (IX, 10,^) che il secondo integrale vale r([&), ed ora 
ritroveremo questo risultato calcolando il primo integrale neir ipotesi che p, 
sia intero e positivo. Se inoltre si suppone v> 1 , 1* integrazione per parti dà 

a.^'\ì-^xy''dx=='^^ ra^(ì—xy'*dx 
= — /"ai'-'C l — xy-*du- - — ra*-\l — wy-'dx , 



d'onde si trae 



quindi , applicando successivamente questa formola stessa, 
^4 , ^ , >*i 



J ^ ' li+v-l ^+v-2 |i+l./ 



(v-1)! 



fi(|i + l)...(|t + v — 1; 
• ♦ 

Ciò premesso, se si cambia x in —, si trova 



e per conseguenza, facendo crescere v oltre ogni lìmite, e ricordando la de- 
finizione (III, 24,jr) della funzione P, 

Qui si noti che il cambiamento di x in nx conduce alla formola 

n^ • 
importante per le sue numerose applicazioni 



y'J-'6--d^===-^^ (14) 



21. Ora vogliamo dimostrare che anche gli integrali di prima specie 
sono esprimibili mediante la funzione P. La sostituzione a;=jf:(l-|--y) dà 



/.-(i-.r.«=/^*,, 
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ed al secondo membro si può dar la forma d*ua integrale doppio mercè l'ap- 
plicazione della formola (14), dopo avere, in questa, cambiato (& in (&4-v* 
ed w in 1 + y: 



Ora, in virtù della stessa (14), si ha 

* ^0 

Dunque 

/-.(i-,r...=^ . (.5, 



Dopo ciò si può calcolare qualunque integrale euleriano facendo uso delle 
tavole (a venti decimali) della funzione P, costruite da Gauss *). 

22. Esercisii: a) Proponiamoci di calcolare l'integrale di 8en'"fl?co8*a?£te fra 
ed ^1^1^^ cercando di dargli la forma d'un integrale euleriano di prima specie. 
A ciò si riesce mediante la sostituzione /r=sen*a;, per la quale si ottiene subito, 
in virtù della (15) , 

/.*;,7r ^'«-t n^ M"2~"/ V"2"/ 

/sen'»a7Cos"arfa; = Vr« 1 < * (1 — * ^^= ^ "^ . 

(n»-}-n)r^-^j 

■ si può scrivere nel seguente 



I 



jt \l^it 



J ysen.v J l/sen26 1/2»/ 

' ' 

quindi, applicando l'ultima formola, si ha 

•/ I/sena? 2j/2ir \^f 

Il paragone di questo risultato con un altro ottenuto precedentemente (§ 19, a) 
conduce alla seguente espressione d*un integrale euleriano mediante un inte^ 
graie ellittico: 



r(±)=2/i/ÌFaW3.e25... 



*) Vedi anche il citato « Traiti i>dìLegendre,t. IL 

40 
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Basta poi ricordarsi d'una nota proprietà (e/r. IX, 10, k) della funzione F per ot- 
tenere anche, mediante le tavole ellittiche, 

r(A) = „|/2:r(l)=l,225.... 

e) Anche all' integrale 1 si dà facilmente la forma euleriana di 

' 
prima specie. Basta assumere come variabile d* integrazione tz=ix^ per ottenere, 
in virtù della (15), 

Per esempio 

J VT^l? 1/2 V2' ' ./ Vr^^* 21/2f(Ì-Ì ' 

Il paragone dell' uUirao risultato con un altro ottenuto innanzi (§ 19, b) fornisce 
la seguente relazione fra i valori di F e di E, corrispondenti al modolo : 

y2 



V2/ 2 Vi/2/^.x,/M 

^2/ 



<yy 2 V|/2/ 4F 



dj Ora» con un procedimento già adoperato (IX, 28, ò) in un caso partico- 
lare, proponiamoci di calcolare gli integrali 

/cosa? 1 senjp 



nei quali fi. rappresenta un numero positivo, inferiore ad 1 nel primo integrale, 
a 2 nel secondo. Per la (14) si può scrivere 



e così trasformare i due integrali proposti in integrali doppii: 



• 

Intanto, se si prende cmie variabile d'integrazione 2=:y*:(l -]-y*), si ha 



-' - - ,M 
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Dunque 



2r(^)co8J^ •'. - 2r(pi)8enl|l 



/ cosa? w P sena; 

2r(}JL)C0S^ 

In particolare 



XI. APPLICAZIONI A MISURE GEOMETRICHE. 



1. Poiché il differenziale dell'arco s d'una curva, rispetto ad una varia- 
bile qualunque t, si sa calcolare (VI, 3; VII, 1), siamo ora in grado di risa- 
lire, mercè l'integrazione, alla conoscenza dell'arco stesso in funzione di t: 



■=yv(s)'+(i)*+©'- 



In particolare per le curve piane, date in coordinate cartesiane {x^y) o in 
coordinate polari (r,0), si potrà assumere x o 0, rispettivamente, come va- 
riabile d'integrazione, e si avrà s-= \ y \^y dx o s= f r r*+r Vo. 

Ili 

2. Esempii: aj PevVasteroìdCt rappresentata dall'equazione a?'+y*=a", si 

1 i 

ha y'= — /—l , K i_|-y''=/— I ; quindi, ponendo l'origine degli archi nel 

punto (0,a), è s = a^ 1 oo *dx=:*l^a^x^ . In particolare ^j^a h la lunghezza 

dell'intero arco compreso nell'angolo xOt/y e però la lunghezza totale dell'aste- 
roide é da. „ 

b) La logaritmica y=zae'^ si può rappresentare ponendo a? = alogfg9, 
y=a\^(^. Ne segue (integrando per parti, o pure moltiplicando per sen*^ -[" cos*^) 



«=a 



1 1 - = |-a /— ^==a(sec(p + logtg~ì + co5/««fó . 

J sen(p coscp ' Jsen9 \ ^ ' ° °2/ ' 

cj Per la catenaria di eguale resistenza^ rappresentata da y=— alogcos — , 

/« , a 

— = a log cot ( -^ — ^ ) . Ora (cfr. VI, 1 5, m) 
X \ 4 ZaJ 



cos- 
a 
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siamo in grado di trovare T equazione intrinseca della curva: basta sommare le 
uguaglianze 

e ricordarsi che pcos — = a. 
a 

d) La lunghezza d'un arco della parabola y* = 2ax, diviso per metà dal 
vertice, è (X, 4, e) 

a^ a a 



Per esempio Tarco, la cui corda è divisa per metà dal fuoco, ha una lunghezza 
uguale ad 1,147... volte la lunghezza della corda. 

^^ La lunghezza (c/r. VI, 10, m; X, 19, «) della lemniscata r=J/son26 e 

4r-^ = 2f^^2y2F(±) = 5,244.... 
J |/sen2e J |/sene V^^ 

Similmente per la sinusoide i/=^senx si trova, come lunghezza d*un arco com- 
pleto (ossia compreso fra due punti consecutivi d'inflessione), 

2 PyT+cò^do) = 2^2 fyì--'Lsen^xdr=2y2E(-X]=Sfi20... - 

fj La lunghezza totale deWellisse^ definita dai semi- assi a e b=ayì — A', 
dal semi-asse focale e daireccentrità k, b 

4 r|/a«cos*(p~+ i»sen»9d9 = 4a r|/l — A'sen*(pd(p = 4aE(A) . 



Dunque, se designiamo con R il raggio d'una circonferenza, lunga quanto Tel- 
lisse, possiamo scrivere (X, 16) 

R==-aE(A)-a^l---— --^^-^j^^g^--^^^^ j . 

Si conoscono parecchie espressioni approssimate di R; ma le più semplici sono for- 
mate mediante i numeri a=7j(«+^), ò'=yab^ a"=^j^{a'\'b'), b*':=.yàb\ ecc. 
Quando k è piccolissimo si può, trascurandone le potenze oltre la seconda, li- 
mitarsi a prendere R = a'; ma questo valore, sempre troppo debole, non è ab- 
bastanza soddisfacente. Se si cerca invece di conservare, nello sviluppo di R, 
le potenze di k fino alla sesta , si è condotti a prendere R = 3^" — 2b\ o pure 
R=:*/s(3a' — b'), valori preferibili ad a anche perchè comprendono sempre fra 
loro il valore esatto di R. Del resto al primo si può sostituire la media aritmetica 
dei due valori, cioè Rz=:^l^{3a — 56'-f-6i"), il cui sviluppo coincìde con quello di 

R fino alla decima potenza di A; ecc. Così per esempio, per a=ì e b=z-— si ha 

2 /l/3\ 
Orbene le tavole ellittiche (X, 18) danno appunto R = — E 1^)=: 0,7709... . 
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g) La lunghezza totale della (VI, 10, /e) lumaca rzracosO-j-d è 
ff V«rr — 

2 AV + ò* + 2a6coserf6 = 4 /^^(a + *> — 4a^s^'"9 rfcp = 4(a -f ^) E (-^^ì 

« 

Se c è il più grande, e fie il più piccolo dei numeri a e &, la formola (11) del 
precedente capitolo permette di scrivere Tultima espressione nel modo che segue: 

8c|E(|i)-V,(l-Jt»)F(|i)|. 

Per esempio la lunghezza della lumaca con due flessi coincidenti (b=:2a) è uguale 

a 3,341 volte la lunghezza del segmento intercetto dalla curva sul suo asse di 

simmetria. 

h) Se, per calcolare la lunghezza d'un arco àeW iperbole — j — tì = 1 fra 

il vertice (a,0) ed un punto quahinque {x,y) a coordinate positive, si osserva 
che 

i*teo 
si è condotti a porre y= ^_^__r , e si ottiene 

Krt' + i* 

|/a*+òW cos'(p|/l-A'^sen*(p 

ponendo /t= — -^zz^-, sicché — è Teccentricità. L* integrale precedente, mol« 

Va^ + b^ ^ 

tiplicato per 1 — A'=(l — A'sen'q)) — A*co8*(p, si può scindere in altri due: 

(1-A') r — ^ "^ = /Vi^=^^en^-^--A»F(A,y) . 

Jcos«(pKl-^'sen> J ®^s 9 

Intanto T integrazione per parti dà 

/ì/l-A^sen»^— V=tg(p|/l— ^«sen*9 + P(A,(p)--E(A,9) . (1) 




Dunque 

s=: F(A.y)--(/a^+'ò^Er;fc,y) + tg(p|/a^cos>-^-ò' . 

Il calcolo di s, in ciascun caso particolare, richiede Tuso delle tavole (a doppia 
entrata) di L e g e n d r e . Si osservi che il crescere indefinito di s , quando 9 tende 
ad ^',iv, si deve unicamente alTultimo termine, che rappresenta la disianza del 
centro alla normale nell'estremo mobile, 

i) Consideriamola ìogocinlica (VI,22, ò) rappresentata dall'equazione 



{co-\-y){x^ + y^)^2axy , (2) 

a cos26 



o, in coordinate polari, da rz=: , se si prende Tasse di simmetria della 

*• «^^ cos6 
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curva come asse polare. La lunghezza d*an arco qualunque, a partire dal ver- 
tice, è 

A 

de 



1/2 J ^ 



l/2t/ ' ' ^^^^ 

e però la lunghezza totale del cappio formato dalla curva h 

V4ir 



a Vi. j |/co8»26 4- 28en»2e — ^ 





/ l+8en9 ^7 coa'cp 





Intanto si ha dalla (1) 
9 



ed un* integrazione per parti ci dà * 

9 

/senol/l — V,8en*cp — r- 
^' '■ ^ cos*9 



/ ^/l-^i/^sen'y y 1_ P^ dcos<^ _ 1^1 — VtSen'y ^ 1 . co8y+ t/i-f co>H 

~\ cos(p /o >/2i/ J/l+cos»9 ^^«^ J/2 1+^/2 

Dunque 

/(l -sen9)J/l-V,sen»9 -^ 



cosf ^ '» *^^/2 l + |/2 Va '' Va ■ 

e finalmente, fecondo 9 = '/tic« si trova che to lunghezza del cappio della lo- 
gociclica è 

s.(,+^,.,(^.-_,)+f(ì)_e(ì)). 

cioè 2,489 volte la lunghezza del segmento che la curva stacca dal suo asse di 

simmetria. La proprietà di avere gli archi esprimibili mediante integrali ellìttici 

delle prime due specie, vai quanto dire mediante archi di coniche, appartioDe ad 

infinite altre cubiche unicursali , le quali costituiscono con la logociclica la classe 

detta delle cubiche circolari *). Queste possono essere tutte rappresentate dal- 

Tequazione (2), in cui si aggiunga al secondo membro un termine della forma 

a 
{p(i-\-y){p(0'{-qy\ continuando a designare con — 3 la distanza delPassintoto al 

punto doppio. r 2 



*) Salmon ik Geometrie emalytique» (Courbes planea, p. 182). 
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Si consideri la curva di Viviani^ intersezione d*ana sfera con un ci- 
lindro, che ha per base un cìrcolo descritto sopra un raggio della sfera come dia« 
metro. Dalle equazioni della curva ic* + y* + *' = ^*»^* + y* = fl«» si ricava 
y^=x{a — a?),;ff* = a(a — a), ed è naturale porre a7=racos*9, dimodoché, li- 
mitandosi al quarto di curva, situato nella regione delle coordinate positive, si 
ha ^ = a8en9co89,^=rasen9. Quest^ultima eguaglianza ci dice che 9 è il va- 
lore della latitudine del punto (a;,y ,z), mentre dairespressione di x facilmente 
si deduce che 9 è il valore della longitudine del medesimo punto. Danque la 
curva di Yiviani si può anche definire,- «uZ/a «/^ra, come il luogo dei spunti 
che hanno la longitudine uguale alla latitudine. Ciò premesso, si ha 

dx=i — asen29c29 , d'y=:acos29<f9 , d^ = acos9d9 ; 

qnindi, quadrando e sommando, cf«'=a*(l4-cos*9)c29^ e però la lunghezza tO' 
tale della curva è 

4a A/r+^^ ^9 = 4a |/2 E (-i^) . 

In altri termini la curva di Yiviani, sulla sfera di raggio a, & lunga quanto 
Tellisse descritta sui semi-assi a ed a|/2, cioè quanto la circonferenza d'un cir- 
colo massimo, moltiplicata per 1,216 Al medesimo risultato si giunge anche 

più agevolmente se si osserva che, quando si applica il cilindro sopra un piano, la 
curva si trasforma in due archi completi di sinusoide. Inversamente, per costruire 

X 

la curva di Yiviani, si disegni la coppia di sinusoidi y=d=asen — e si stac- 

a 

chi dal cartoncino il pezzo compreso fra due archi terminati nei medesimi punti 
d' inflessione. Curvando il cartoncino in modo che la comune corda degli archi 
diventi una circonferenza, T oHo si trasformerà nella curva di Yiviani, appar- 
tenente alla sfera di raggio a. 

3. Per valutare l'area compresa fra la curva y=f(x)^ Tasse delle ascis- 
se e le ordinate corrispondenti ai valori a q b delTascissa, dividiamo (a,&) 
in intervalli h^yh^,...th„, ed osserviamo che all'area della striscia limitata 
dalle ordinate condotte negli estremi dell'intervallo \ si 
può sostituire quella d'un rettangolo di base Ap la cui al- 
tezza ffi è compresa fra il minimo ed il massimo valore di 
y in h^. L'area totale A non cessa cosi di essere rappre- 

n 

sentata dalla somma Yì^ì^ì quaudo gli intervalli h , ere- 

1 

scendo in numero, tendono simultaneamente a zero; e poiché, in queste con- 
dizioni, la detta somma non può avere altro limite se 
non l'integrale di ydx in (a,&), è necessario che sia 





A = 1 ydx. In modo analogo si dimostra che l'area com- y^^/^ ^ 

presa fra un arco della curva r=/*(6), ed i raggi vet- — ji^^Er__ — 
tori negli estremi, è A=Vfl I r^à^^ dove a e & sono i ?alori estremi di 6. 
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Se poi si tratta di valutare Tarea limitata da una curva chiusa, nell* ipotesi 
più semplice che questa non sia incontrata in più di due punti da qualun- 
que parallela all'asse y, o da qualunque retta uscente dal polo, è chiaro 
che, 9e u,v sono il più piccolo ed il più grande dei due valori di y (o di r), 
che corrispondono a ciascun valore di x (o di 0), e se a,b rappresentano 
i valori estrerai (ordinariamente radici di v — u) della variabile d'integra- 
zione, si ha 



. = j{v-^u)dx . k = 'l^ l(v^'-u^)d^ 



(3) 



A queste formolo siamo giunti decomponendo Tarea in elementi infinitesimi 
del primo ordine; ma possiamo anche decomporla in 
elementi del secondo ordine, assumendo come tali i ret- 
tangoli costruiti sui lati dx e dy^ nel caso delle coor- 
dinate cartesiane, o sui lati dr ed rd^ quando si fa uso 
di coordinate polari. Allora, in virtù della definizione 
stessa degli integrali doppii , si avrà Tuna o l'altra delle 
formole Az=ffdxdy,A.=fSrdrd^, le quali includono le (3), come si ri- 
conosce scrivendo 




. = ìdv jdy , A = / de / rdr 



ma sono più generali , in quanto che possono servire a valutare V area limi- 
tata da qualunque curva. Si noti che dalla prima alla seconda formola si 
può anche passare (IX, 27, a) per via analitica. 

4. Altre formolo sono specialmente utili nel caso che le coordinate x 

ed y dei punti del contorno siano date in funzione d'un parametro /, che si 

farà sempre variare in modo che il punto corrispondente percorra il con- 

^ — ^ torno lasciando Varca alla sua sinistra. Prendiamo 

/ \ come elemento Tarea del quadrilatero MWmni com- 

^/ J^ preso fra due rette infinitamente vicine, uscenti dal- 

0-- — ^J^^-'" ^'^^^^ l'origine; poi, osservando che 

\ MM'»iw' = OMM'— Omm = OMM' + Omm' , 

%• , ' ' 

assumiamo invece come elemento positivo o negativo 
l'area del triangolo OMM', considerata (cfr. Ili, 32, d; col suo segnò: 



OMM' = '\\ 1 1 I 

I ce ce -\- dx 
I y y+dy 



= ^U{xdy'-ydx) . 



Questo valore si ottiene anche prendendo la metà del prodotto della base ds 
per Valtesisa a?8en9 — ycos^. Ora, immaginando sempre x Qà y espressi in 
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funzione della variabile d* integrazione t^ si ha 

k = ^lJ{xdy-^ydx) . (4) 

Siccome poi il valore dell* integrale di xdy -f- ydx , esteso ad un arco qua- 
lunque , non è che la differenza dei valori di xy negli estremi dell' arco , è 
chiaro che si ha S{^ày-^ydx)^{^ quando si estende 1* integrazione a tutto 
il contorno. Ne segue che si può dare ad A Tuna o Taltra delle forme 

k=Sxdy , A = ^Sydx , (5) 

come si riesce a constatare anche eseguendo convenientemente la doppia in- 
tegrazione SS^ày- Finalmente, quando si assume t=y:x come variabile 
d'integrazione, la (4) prende la forma A = V«/^''^^» preferibile alle (5) 
perchè non richiede la derivazione di re o di y rispetto a ^, ed è applica- 
bile! come la (4), a qualunque porzione dell* area, limitata da due raggi 
vettori *). Invece, per potere applicare le (5) al caso d*un arco qualunque 
bisogna aggiungere o sottrarre ad A la differenza dei valori di ^l^xy negli 
estremi dell'arco, e si ricade in tal modo sulla formola data in principio per 
Tarea compresa fra un arco di curva, un asse, e le perpendicolari all'asse 
condotte per gli estremi dell'arco. 

5. Esempii: aj L'area totale chiusa nella lemniscata r^=:a^ co820 è 

/-%*/« ir 

A = 2a* /co920dO = a* , 
'o 
vale cioè quanto l'area del triangolo formato dalla tangente in un vertice con le 
tangenti nel punto doppio. Analogamente, per la lumaca r=acosO-^ò, sì trova 

A= /ryO== /(V,a» + i« + 2aico86 f V,a»co82e)de==ir(V«a* + &') . 

Questo risultato suppone 6>a, ed in particolare diventa A=*/,ira* per la car^ 
dtoide; ma per b <a il valore trovato rappresenta la somma delle aree limitate 
dai due cappii, esterno ed interno, le quali valgono rispettivamente 

Vt«(Vi«'+^')±j V,*|/^*"^^^ + r/2a* + 6«)arcseni. j . 

6) Per la parabola y*=2aa? si ha 



Dunque l'area parabolica OMP è le due terze parti di quella del triangolo TMP. 

*) fiSssa, del resto, non differisce sostanzialmente da una formola del precedente paragrafo, 
alla quale si riduce subito mercè la sostituzione tssig$, 

41 
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Da ciò è poi facile dedurre che Tarea compresa fra qualunque arco di parabola 
e la sua corda è 1 '/g dell* area compresa fra la corda stessa e 
le tangenti negli estremi. Del resto a questo risultato si può an- 
che giungere direttamente, immagfnando che si ripeta il calcolo 
fatto in principio dopo aver presa come asse delle y la tan^ 
gente parallela alla corda, e posta Torigine nel punto di con- 
tatto, ed assumendo come elemento delParea il prodotto di ydx 
per il seno dell'angolo degli assi. 

e) Per la catenaria (VI, 10, e) di parametro a, l'area compresa fra un 
arco qualunque, la direttrice, e le ordinate estreme, vale quanto l'area d'un ret- 
tangolo, che ha i lati uguali ad a ed alla lunghezza dell'arco. Infatti, se l'arco ha 
un estremo nel vertice , 




■=%f 



e^^e '')djc = a^y = 



OS 



quindi per un arco qualunque MM', si ha A = rt(/ — 5)=a.arcoMM'. 

d) Ad un punto si faccia percorrere una spirale logaritmica (VI, 10,^) 

finché ritorni sul primitivo raggio vettore. Questo raggio e l'arco percorso li- 
mitano un'area, che si può facilmente valutare in funzione delle 
distanze a e 6 del polo agli estremi dell'arco. Posto è = «5*"**, 
l'equazione della spirale è r=ae'"^, e si ha 




A=V',a^ fe^^df^ = ^{e''^^l)=^^^—^ 



Se la perpendicolare elevata alla corda, nel suo punto di mezzo, 
incontra in P e Q le tangenti negli estremi, l'area del triangolo (isoscele) OPQ 
è appunto A. Possiamo poi trovare l'area del circolo di raggio a immaginando 
che m tenda a zero, e conseguentemente d ad a : 



A = lim 



b-\-a h — a 
~2 2m~ 



= a*lim 



^ — 1 



2m 



-zir^a' 




Notiamo inoltre che PQ tende verso la lunghezza della circonferenza. 

e) Proponiamoci di valutare l'area compresa fra un arco completo (VI, 
15, n) di cicloide e la sua corda. Posta l'origine nel 
vertice, prendiamo la tangente come asse delle ce ; 
siano L ed H le proiezioni d'una cuspide R augii 
assi, e P,Q le analoghe projezioni d'un punto qua- 
lunque M della cicloide. La circonferenza descritta 
sul diametro OH incontra il segmento MQ in uq 

punto N , ed è noto che la tangente alla cicloide, in M , è appunto parallela ad ON , 

dimodoché 

a y 

e però l'area OPM ha il valore / ydx= j NQ.dy. Essa equivale dunque all'a- 
rea del mezzo segmento circolare ONQ. Segue da tutto ciò che la metà dell'area 




-323- 

cercaia si ottiene sottraendo ^/^rzà* delFarcadel rettangolo OLRH, uguale al prò* 
dotto di OL='rta per 0H=r2«. Dunque 

A=2(2ira' — Vj«0 = 3«a« , 

vale a dire che Varea cercata è (ripla di quella del circolo generatore, 
f) Valutiamo l'area conapresa fra Tasse x e Tar- J» 

X 

co della quadrairice y=xcoi — , limitato ai due punti d'in- 
contro col detto asse, più vicini all' origine. Evidentemen- 
te si ha 

A = 2 / a?cot — rfa^' = 2a* /Ocot0rfe = 2a*(61ogsen6)^, — 2a* / logsenOrfO . 

Intanto,.in virtù del teorema di l'Hospital, per 6 tendente azero, 

lim (6 logsenO) = — lim = . 

^ ° ^ sene 

Dunque (IX, 14,^) t/,;r 

A= — 2a* /logsenede = iraMog2 . 



gj L'area totale deìVellisse, i cui semi-assi sono a e 6, è 

k=zAbf y \-^^^dx = AabC yj^^^dt . 

Il calcolo dell'ultimo integrale ò facilissimo (IX, 16, b) ; ma possiamo evitarlo os- 
servando che per a=6 si deve avere A = «a*. Dunque, successivamente, 



r yì-^i^dl=2'I^T: , A = 



irad 





Un po' più lungo è il calcolo in coordinate polari, quando il polo è in un fuoco del- 
l'ellisse, nel qual caso, come si sa, l'equazione della curva è r=h^:a(ì — A^cosO). 
Si ricorre allora ad una sostituzione, che importa conoscere anche per l'uso che se 

ne fa in Astronomia: tg — =1/ j. ^S'?;'' L'equazione della conica diventa 

r=a(l + Acos9), ed inoltre si ha rd6=6rf9. Dunque 



A = / r*d6 =zab I (l + kcosfp)d^ = ixab 



h) Sia data l'ellisse mediante l'equazione generale 

ax^'\'by^ + c + 2f}/ + ^gx + 2hxj/ — , 
in cui si può sempre supporre che a e b siano positivi, ed inoltre si abbia 
ad — A*>0 , D= a h g <0 . 



a 


h 


9 


h 


b 


1 


9 


r 


e 
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Messa l'equazione sotto la forma 5s/* + 2(^a?-{-/')y-[-^^* + 2^*-f-c=0, si vede 
che ad ogni valore dì x corrispondono due valori di y (che chiameremo u e v^u), 
i quali si confondono in uno per quei valori a e P>0( di ^, che soddisfano alfe- 
quazione è(rta?* + 25^a7 + c) — (^a7 4-/')' = 0. Questa si può scrivere 

ex»— ^'a?4.a=0, 

se si designano con a ^h\.,,^h i complementi algebrici di a, 6»...,^ in D. Ciò 
premesso, si ha 

quindi, ponendo as'=a-\'{J^ — a)t^ ed applicando la prima delle (3), 

11 valore deirultimo integrale si può subito avere, senza calcoli, osservando che 
rappresenta la metà dell'area del circolo y* = a?(l — x): esso è dunque Vs^- 

D'altra parte p — a=.-r^^^' — ^'c\ ed è noto *) che a e — g , complemento 

algebrico di ò' nel reciproco di D, ha il valore òD. Dunque 

— irD 
A= • 

3 

È del resto facile riconoscere (IV, 16, a) che il secondo membro rappresenta il pro- 
dotto dei semi -assi, moltiplicato per ir. 

1 1 JL 

i) L*area chiusa neXY asteroide x^-{-y^z=,a^ è 



Ora, mediante il cambiamento di Mn 1 — /, si ottiene 

*0 . 

Ddnque A = V8^^'« I^^l resto Tuso (X,21) della funzione F permette di trovare, 
più generalmente, Tarea compresa fra la curva x^'\-y^:=za*^ eie parti positive 



degli assi : 

k=f{a'''-x''fdx=^ji^'\\---tfdtz 



"<^ 



2nr 



(1) 



Tutte le volte che Tesponente (positivo) n è il quoziente d*un numero pari per 
un numero dispari, si ha una curva chiusa (analoga all'asteroide o al circolo se- 
condo che n<l n>l), che limita un'area quadrupla della precedènte; ed in 
particolare si ritrovano i valori ^a* e ^/^':^a* per n=2 ed n=Vs' 



*) Analisi algebrica^ p. 31. 
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j) Per Talotare Tarea chiusa in uno dei due cappii de]]a curva rappresene 
tata (VI, 29, 6) dairequaiione a?*=:(ar' — ì/^)y^ si adoperi la formola trovata in 
fine del §4. Si ottiene subito 

^='''./<'-">-^'=t(¥-|+I)=w- 



Similmente Tarea chiusa nel cappio del folium x^'\'y^=s^xy è 

1 

sicché il folium divide in ire parti equivalenti l'area del triangolo formato 
dalle tangenti nel vertice e nel punto doppio. Più generalmente, per le curve 
rappresentate dall'equazione a?****+y*"*'=(2w4-l)aaj''y", si trova A=(n+Vi)^'* 
k) Consideriamo (VI, 22, b) Io curve 

{x + y)[x'^2kxy+y^) = 2{\-\'k)axy (6) 

ad assintoto unico (h? <I), e proponiamoci di calcolare Tarea chiusa nel cappio 
di ciascuna di esse. Procedendo come nel caso del folium {kz=i*j^ si ottiene 



ma qui conviene assumere come variabile d* integrazione z = — — , e scrivere 



^ \JLk 

Ora, se si cambia z in 77^ , ponendo w=- - , si trova 
' ym 1 — A 



e finalmente, ricordando (X, 2) che 





si ottiene 



/ IO. (w+l)(m-3) ^ ./-\a« 



In particolare, nel caso del folium (m = 3) e della logocidica (m=l), 

A = »/.a' , A=:(1^V4«)«* • 
/J Al risultato precedente si giunge anche mediante la prima formola di- 
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mostrata nel § 3, facendo prima raotare di 74^ gli assi intorno airorigine. Allora 
reqaazione (6) prende la forma più semplice 






ed an calcolo facile dà 



a + a?l/2 



f^' 



a-'^V'^ 



A/ì- ) 

•'•" „+|/(„.Mi/^)(.--^)i 

Basta fare x=-^ per ritrovare la precedente espressione di A. Invece per 

a 

«= -: si ottiene il valore A' dell'area compresa fra la curva e Tassintoto: 

1/2 

(m Ji~ 1 ì /«n - Q^ 

A' = A ^::;;^ : ira*. Per m=3 è A'= A , vale a dire che Varca chiusa 

nel cappio d'un folium equivale all'area compresa fra la curva ed il suo as* 
«in/oto: quest'ultima area è divisa in tre parti equivalenti dalle tangenti nel ponto 
doppio. Per •»=! si ottiene A' = (l + */^w)a*, poi A + A'=2a*. Dunque Va- 
rca totale limitata da una logociclica e dal suo assintofo è quadrupla dell'a- 
rea limitata da questa retta e dalle tangenti nel punto doppio. Finalmente, per 
m infinito, limA = oo ,lim A'znVga*: il cappio tende ad aprirsi in forma para- 
bolica, tende cioè a spezzarsi in due rami infiniti (c/>'. VI, 19, /*) assintotici en- 
trambi alla parabola y* = Vt^(^|/2 — a), mentre Tarea compresa fra la curva 
ed il suo assintoto rettilineo resta finita. 

.i%k.x"ee e "irolii-nciLl znel sollcaLl. cali. x*ol;ci»ziozi.e. 

6. Dato nel piano un arco di curva , facciamolo ruotare intorno ad una 
retta del piano stesso. Come elemento della superficie cosi generata si può 
assumere la striscia compresa fra un parallelo qualunque, di raggio B, ed 
il parallelo di raggio B^-^i e considerarla come la superficie laterale del 
tronco di cono generato dall'elemento lineare ds. L'area elementare è dun- 
que misurata dal prodotto del lato ds per la media aritmetica delle lun* 
ghezze delle basi, cioè 2ir(B-f Vi^It)i ^ semplicemente 2irB. Per conse- 
guenza, trascurando infinitesimi superiori nel differenziale dell'area, ciò che 
non altera il valore dell* integrale, si vede che l'area cercata è A:=2ic/JEUb, 
dove ad B ai deve sempre attribuire il segno di ds. Similmente, se per ele- 
. mento solido si assume lo strato compreso fra l'olemeuto superficiale ed i 
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piani dei due paralleli, sì vede« considerando tale strato come un cilindro 
di base ttR* e di altezza dz (projezione di ds sulKasse di rotazione), che 
il volarne chiuso fra la superficie generata dalParco ed i piani dei paralleli 
estremi è Y = ^/B'e2^. Nel porre i limiti a queste integrazioni si deve te* 
ner conto del modo di comportarsi della variabile lungo Tarco generatore 
PQ, ed avor cura del segno del differenziale. Nel calcolo di A la variabile 
5 è di sua natura crescente (se si vuole) da un estremo all'altro di PQ; 
ma se i bisogni dell* integrazione conducessero a sostituirle 
un'altra variabile, si dovrà, se occorre, scindere T integralo 
in altri, secondo le osservazioni fatte (IX, 13) a proposito 
del cambiamento della variabile d'integrazione. Se, per 
esempio, come avviene frequentemente quando PQ appar- 
tiene ad una curva chiusa, si sostituisce ad 8 la variabile 
^, e se questa, prima crescente da a fino a e, decresce poi 
da e a &, l'integrale 2^SBds frai limiti a e & rappresenterebbe soltanto 
l'area generata da una parte PH dell'arco PQ , mentre invece si ha 

/'"^ ds r^ da 

o le due parti (essenzialmente positive) rappresentano le aree generate da- 
gli archi PL ed LQ. Similmente 

6 



V = ir/RV* + w/R«d^ 



qui la seconda parte è negativa, e così dev'essere, giacché il volume cor- 
rispondente all'arco LQ si deve sottrarre da quello che corrisponde slU 
l'arco PL. 

7. Esempii : a) Per un'asteroide, che ruota intorno ad usa delie sue tangenti 

inflessionali, si ha _-^ - 

^«-* 1 p't 12 



D 



cioè Tarea totale della superficie generata è i '/^ deirarea della sfera circoscritta. 
Il volume del solido limitato dalla superficie stessa è (X,21) 



bj L'area del catenoide, fra il circolo di gola ed un parallelo qualunque 
di raggio y, è 

A=:2«/yd* = — 1 i/^da: = ' / ^'rca 1 (e'"" +e"*' +2)dx = i:a{w + yy') . 



Essa ò dunque proporzionale al segmento dell'asse di rotazione, staccato dalla nor* 
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male a partire dal piano del circolo di gola. Ne segae che i coni normali al cate^ 
Boide, condotti dagli estremi d*an segmento qualunque delFasse di rotazione, di 
lunghezza &, staccano dalla superficie una striscia, la cui area è A = 9ra6; ed il 
volume del solido limitato dalla striscia e dai piani dei paralleli estremi è 

e) Nelle questioni concernenti la cicloide giova rammentarsi (§^, e) che, 
se si prendono come assi la tangente e la normale nel vertice, il coefficiente an- 
golare della tangente è dy:dx=y: |/y(2a — y), e per conseguenza 

dx dy ds 



V2a--y Vv V2a 

Così, per esempio, se un arco completo di cicloide ruota intorno alla tangente nei 
vertice, esso genera una superficie, la cui area è 

cioè quasi undici volte Tarea del circolo generatore; ed il solido limitato da tale 
superficie e dai piani dei paralleli estremi ha un volume (cft\ § 5, i) 



iz^a' 



V = 2«ly«da7=:27r/ y«(2a — y)*ciy=:16«a'» / ^«(1-0*^^ = 



Invece, se Tarco ruota intorno alla direttrice, si ottiene un'area doppia 
(2a — y)d5 = 32i:a' — 4«/yd5i=---iTa» ; 

*0 

ed il volume è quintuplo, giacché, richiamando i risultati 

ydx = y^izà* , jy^dx=^l^'Ka^ , 
*o 

si trova subito ^^ 

V = 2-^ / (2a — yfdx = 5w«a' . 



Finalmente, se Tarco ruota intorno alla normale nel vertice, bisogna innanzi tutto 
osservare che la lunghezza d'un arco qualunque, con un estremo nel vertice, ò 

.=:J/2^/^^=2K2^'; 

% Vy 

poi, siccome nella cuspide si ha «=4a,a7 = 7va, si ottiene, integrando per parti, 
j xds = A'Kd^-- jsdx = A't:a^-'2V2a I y2a^dy=Aa^ 

0*0 

Dunque l'area della superficie generata è Swa^fir — ~j . 
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d) Cerchiamo l'area totale d'ano sferoide (ellissoide di rotazione). Dall'e- 
quazione del meridiano si trae 



quindi 



b 





Se lo sferoide h schiacciato (a>6) basta porre y= — =zz=. P®^ ottenere 
,. J/«*— 6* 



A= / yì + t^dt=2^a^-{ log ^ \ 





Quando il meridiano b leggermente eccentrico (come avviene per la superficie 
terrestre) si ha, approssimativamente, A=:4na'(l — Va^')* Invece, nel caso 
d'uno sferoide allungato, si ottiene, dopo avere scambiato a con b per rappre- 
sentare sempre con 2a la lunghezza deirasse focale. 



k^~JVa'-{a^'-'b*)y^dy , 



a^t 

dimodoché, posto y= , si trova 



A= iinr— I yì'-t*dt=:2'!zb^A arccos 



4ffa»6 r. 





Per una lieve eccentricità si ottiene approssimativamente A = 4flr6*(l + Va^')- 
e) Cerchiamo Tarea ed il volume d'un toro, cioò deiranello generato da 
un circolo che ruota intorno ad una retta del suo piano. Se 6 è la distanza del 
centro all'asse di rotazione, ed a<6 il raggio del circolo, il raggio del parallelo 
è R=3+acos6, e si ha rf*=ad6; quindi 



L = 47ra /( 



(34-flcos6)d6 = 4ir*a6 . 



La superficie ba due piani tangenti singolari, dai quali h toccata lungo due paral- 
leli, che la dividono in una parte esterna ed una interna; e per conoscere le aree 
A' ed A" delle due parti basta calcolarne la differenza: 






Similmente il cilindro determinato dai suddetti paralleli divide l'anello in due parti, 

42 
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i coi volumi sono 








sicché il volume totale dell'anello ò 



Y = 2^a lib-^-a cos 6)* cos 6 d6 = Alzàia 1 cos'6 rfO i= 2irV6 . 

*o 

(6* + a» cos*0) cos rie - 47rrt6* == iiza* 1 cos'6 dO = Va' 



Inoltre 





Si noti che le metà delle differenze A' — A" e V — V" rappresentano l'area ed il 
volume d'una sfera di raggio a , e che per conseguenza non variano quando ra- 
nelle si allarga indefinitamente, pur rimanendo chiuso fra i due piani tangenti sin- 
golari, supposti immobili. Di questo fatto avremo fra breve (§ 9) la spiegazione. 
Finalmente, se ò<a, la circonferenza incontra l'asse, e Tarea della parie visìbile 
della superficie diventa 

arccosf ) 

/^ \ a / / b\ 

(6 + acos0)d6=:47ra6arccos| j-|-4«a \/à* — 6* ; 

il volume del solido limitato da tale superficie ò 

are cos ( ) 

V= 2irfl / (6 + a cos6)*cos0 d6 = 2TO'6arccos/ — — | + V3«(2^* + ^•) ^^«* — *' • 



In particolare per b=0 si ottiene una sfera di raggio a, e si trova 
A=4ira« , V = V37ra* . 

f) Si faccia ruotare la cardioide r=z2a cos* -— intorno al suo asse di sim- 

metria. Il raggio del parallelo, per un dato valore di 0, è R=rsen6; l'elemento 

lineare è d«=2acos-^dO; quindi, poiché varia, lungo la curva, sempre ìd ub 
senso, 



.n ^ r A^ ^z. 32 , 

A = 16ira' I cos* -^ sen — aO = — ira' 





Per calcolare il volume totale del solido conviene assumere come variabile d' in- 
tegrazione il raggio vettore r, che dalla cuspide al vertice va sempre crescendo; 
e siccome si ha 

cos6 = , R = rsen6 = — K2«r — r' , 

a a 

si ottiene subito 



y = ^Cr\2a^r){2r^a)dr=^l, 



«a' 



- asi- 
li lettore potrà analogamente calcolare il volume del solido generato da una lU' 
tnaca qualunque r = «cos6 + ^» priva di punto doppio (ò>a), che ruota in- 
torno al suo asse di simmetria, e troverà V = ^l ^'nb(à^ -\- b'^). Per b^a questa 
è la misura del volume compreso fra le superficie generate dai due cappii; ma 
ciascuna di queste superficie, T interna e Testerna, limitano due solidi, i cui vo- 

IT IT 

lumi sono rispettivamente -^—(a — òY e - - (a + 6)*. A questi risultati si giun- 
gè quasi senza calcolo mediante un'altra formola, che sarà data in fine del § 14. 

8. Si consideri nello spazio un insieme di punti, costituenti una porzione 
limitata s d'una linea, d'una superficie, o dello stesso spazio a tre dimen- 
sioni. Si dà il nome di baricentro di s al punto 6, le cui coordinate sono 
uguali ai valori medii (IX, 5), in 5, delle corrispondenti coordinate dei 
punti di s. Se, per fissare le idee, s è una linea, le coordinate 4)iQ9^ di Q 
saranno date dalle uguaglianze 

Ìs=Sivds , '(\s=Syds , ^«=/^cfo . 

Siccome ogni trasformazione lineare eseguita sulle coordinate x,y^js dei 
punti di 8 si ripete identicamente su 4,iQ,^, è chiaro che la posiaione del 
baricentro non dipende dalla scelta degli assi. Notiamo subito che, se una 
figura possiede un piano di simmetria, questo contiene il baricentro. Infatti, 
se il piano stesso si assume come piano Oxy, ogni elemento jsds dell'inte- 
grale 5 viene distrutto da un altro — jsds , sicché ^ = 0. In particolare si 
noti che ogni figura piana ha il baricentro nel proprio piano, e che, se una 
figura possiede un centro, di simmetria, in questo punto cade necessaria- 
mente il baricentro. Finalmente si osservi che, se una figura si spezza in due 
parti, s^ ed s^, delle quali si conoscono i baricentri, G| e G,, il baricen- 
tro della figura totale divide G^G, nel rapporto inverso di s^ ad ^,. Ciò si 
deduce subito dalle formolo evidenti 45 = è|5|-f èj^j, eoe, 

9. Teoremi di Ouldino. Biprendiamo le formolo del §6, esprimenti 
l'area ed il volume generati da un arco ^ o da un'area a, che ruotano in- 
torno ad una retta del loro piano. Se questa retta si prende come asse delle 
a;, è chiaro che quelle formolo si possono scrivere nel seguente modo: 

Dunque l'area ed il volume di cui si tratta si ottengono moltiplicando la 
lunghezza o l'area della figura generatrice per la lunghezza della circonfe- 
renza descritta dal baricentro della figura stessa; e se si vuole soltanto la 
parte di area o di volume, compresa fra due piani meridiani, basterà evi- 
dentemente prendere, invece dell'intera circonferenza, il solo arco che ne 
staccano i detti piani. Ciò premesso consideriamo, più generalmente, un arco 
s un'area a in un piano che si vada spostando nello spazio in guisa da 
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essere costantemente normale alle trajettorie dei suoi punti. È chiaro che, 
in queste condizioni* uno spostamento infinitesimo si può considerare come 
dovuto ad una rotazione del piano intorno alla sua caratteristica (Vili, 17), 
e però Tarea ed il volume elementari in tal modo generati da s o da e si 
possono ritenere, a prescindere da infinitesimi superiori, come misurati dal 
prodotto di 5 di (7 per lo spostamento di del baricentro. In uno sposta- 
mento finito si avrà dunque A=Ssdl=sfdl,Y=S(Tdl=z(TSdl, vale a dire 
che l'area o il volume, generati dalla figura che si considera, si ottengono 
moltiplicando s o a per la lungheasa del cammino percorso dal rispettivo 
baricentro. Q.uesti teoremi sono utili per calcolare certe aree e certi volumii 
ma possono anche, inversamente, essere utilizzati per la rapida determina- 
zione dei baricentri di certe figure. 

10. Esempii: a) Per un arco di catenaria, simmetrico rispetto alla normale 
nel vertice, il baricentro G sì trova^ su questa normale, ad una distanza x\ dalla 
direttrice, che si calcola (cfr.%l^b) scrivendo 2mi.2s = 2^a3, vale a dire 

t^ = -- = 7t^cot9 . Dunque Q divide per metà il segmento che sulla normale 

ìiS 

nel vertice staccano le normali estreme, a partire dalla direttrice. Invece per 
G', baricentro delParea chiusa fra il medesimo arco, la direttrice, e le ordinate 
estreme, x\ è dato dalla formola 2^.2as=:iva*ò. Dunque T) = V4&cot9, vale a 
dire che G' è il punto medio di OG. 

b) 11 baricentro d'un arco completo di cicloide sta sulla normale nel ver- 
tice, ad una distanza 



^=Tafy^=^J^y'y-'i^ 



2V2aJ. 

dal vertice stesso. Dunque (e/r. § 7, e) l'area che Tarco genera ruotando intorno 
32 

alla base è Vt^w«^ = "^^^'- Seguendo la via inversa, quando si sa che il vo- 
ti 

lume generato dall'area compresa fra il detto arco e la base è 6^*^*, si vede che 
il baricentro di tale area, evidentemente situato sulla normale nel vertice, sta ad 
una distanza t) dalla base, che si calcola subito ponendo 5n'a' uguale al prodotto 
dì 27nQ per 3«a'. Cosi si ottiene iQ = */ga. 

e) Sopra una circonferenza di raggio a si consideri un arco LM; siano 
r,0 le coordinate del baricentro G di LM rispetto al polo 0, centro della cir- 
conferenza, ed all'asse OL. Per un'osservazione fatta nel §8 si sa che G sta sulla 
bisettrice dell'angolo LOM ; quindi la definizione del baricentro dà 

2a6.r==2 /acos9.fld9 = 2a*sen6 , cioè r=a— r— . 



Dunque (VI, 10, h) il luogo dei baricentri degli archi d^una circonferenza^ con 
un estremo comune L, è una cocleoide^ che ha il vertice in L, ed il polo nel 
centro della circonferenza. È per questa proprietà che la cocleoide viene utiliz- 
zata nei tracciati per la costruzione delle volte *). Se si fa attenzione al modo di 

*) Vedi, per esempio, il « Cours de Construction » di N. de Vob (t. I, p. 276). 
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spostarsi di G quando M percorre la circonferenza una o più volte, sempre in un 
senso, indefinitamente, è facile rendersi conto della forma e delle proprietà della 
cocleoide. Se poi si vaole il baricentro G' del settore circolare LOM , si ha 



a e 



senO 
T 



e però G' divide OG nel rapporto di 2 ad l. 

d) Per determinare rapidamente il baricentro d'una semi-circonferenza 
di raggio a basta osservare che questo punto, evidentenìente situato sul diametro 
perpendicolare alla corda, si trova ad una distanza t) dal centro, tale che la mol- 
tiplicazione di 2i:x\ per Tra, lunghezza della sem i -circonferenza , deve produrre 

l'area 4wa* della sfera di raggio a. Dunque iq = — . Similmente per un semi* 

• IT 

circolo, ponendo il volume Va^^' uguale al prodotto di 2wtq per ^^i^à*, area 

4a 
del semi-circolo, si ottiene subito iq = — . Più generalmente si ritrovano, nello 

stesso modo, i risultati del precedente esempio, dopo aver ricordato dalla Geome- 
tria elementare che l'area della calotta ed il volume del settore sferico, generati 
dall'arco LM e dal settore LOM, nella rotazione intorno ad OL, sono 2'Kah e 
^j^iza^h, dove h è l'altezza «(l — cos20). 

e) La superficie d'un toro (cfr. § 7,^), definito dal raggio a del circolo ge- 
neratore e dalla distanza b (maggiore di a) del centro del circolo all'asse di ro- 
tazione, è 2f:a.2izb = in'*ab; il volume è wa'.27rè = 2'7rV6. Più generalmente 
la superficie laterale ed il volume d'un tubo (Vili, 20, 6), fra due piani qualunque, 
perpendicolari alla linea dei centri, sono 2'nal e na'/, se con l si rappresenta la 
lunghezza dell'arco di questa linea, terminato ai piani stessi. Così, più generalmente 
ancora, la superficie laterale ed il volume d'una barra primitivamente cilindrica, 
che si deforma (flettendo e torcendo la linea dei baricentri) in guisa che sia con- 
servata l'area della sezione trasversale, sono invariabili in tutte le forme che la 
barra va assumendo, fiuo a diventare, per esempio, un anello, mercè la riunione 
delle basi. 

fj Consideriamo, per finire, una clotoide^ interessante curva immaginata *) 
per discutere i fenomeni della diffrazione. Le coordinate d*un punto qualunque 
sono gli integrali di Fresnel 

x = — r^^^do v = — r^^^do 

che non si sanno esprimere in forma finita, ma dei quali già conosciamo (X,22,e2) 

i valori per 9 infinito: aj=y = c = */j«k'«. Si vede subito che 
d^:'dx = tg9, sicché 9 h l'inclinazione della tangente snlPasse 
delie X, e però, crescendo 9 da zero all'infinito, la curva esce dal- 
l'origine tangenzialmente al detto asse per andare ad avvolgersi - 5 
assintoticamente intorno al punto (e, e), mentre la sua curvatura cresce propor^ 
zionalmente all'arco: 

r ^^^ %/7r 1 d9 s 

J V2i ^ ^ ' p ds a^ 




*) Cornu « Journal de Physique » (1874| p. 9). 
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La forma della curva mostra chiaramente che x ed y tendono a e oscillando in- 
definitamente intorno a questo valore; ma, per conoscere le posizioni dei punti 
della clotoide rispetto al punto assintotico Q, è indispensabile il calcolo approssi* 
mato degli integrali *) di Fresnel. Così, per esempio, se si divide Tarco OQ in 
infiniti archi 0P| , P|P, , P,P, , PtP4 , . . . , tutti uguali a 2c , le coordinate dei 
punti P^,P,,P,,P4,... sono 

a?=c. 1,560... , e. 0,977... , e. 1,212... , e. 0,997... , ... 

y = e. 0,875... , e. 0,686... , e. 0,991... , e. 0,840 

Si noti che P^ b il punto più distante dairasse Oj/, che P, ò il punto più vicino, 
suirarco P^Q, alleasse Ox; ecc. Occupiamoci ora della determinazione del bari- 
centro d^un arco qualunque OM. Le coordinate d^un tal punto sono, in virtù della 
definizione, 

J yU y^ J ^/e./ y^ 

Se con fnì rappresenta Tuno o Taltro dei simboli cos^ sen^ si ha, ponendo 4^=:^, 
ed eseguendo T integrazione rispetto a 0, 

poi, assumendo ^9 come variabile d* integrazione, ed integrando per parti, Tnìtinaa 
espressione si trasforma in 

_ f_ / r(o)-r(9) ^^^_/'(0)-rw^A c'iMa^ , 

e finalmente, ponendo successivamente cos e sen al posto di f, si ottiene 

è = a? — psen9 , ti=y — p(l — C0S9) . 

Dunque il baricentro deirarco OM sta sulla circonferenza osculatrice in M, al- 
TestremitÀ inferiore del diametro perpendicolare alla tangente in O. Ora siano 
Gf e G, i baricentri degli archi OM, ed OM,, e si noti che, per Tosservazione 
fatta in fine del § 8, il baricentro G deirarco M^M, cade in un punto della retta 
Qfii f definito dalla proporzione 

G.G, «• — «4 OQ. «j p, 

•77^ = -^ ' • ovvero -— -^= — = i-i, 

G,G 8^ GQ^ s, p. 

Dunque il baricentro d'un arco qualunque di clotoide è il centro di similitu- 
dine diretta dei circoli osculatori negli estremi. Osserviamo, per finire, che se 
gli estremi d'un arco corrispondono a valori di 9, multipli di 27r, il baricentro 
dell'arco cade sulla corda; ed in particolare, se uno degli estremi è T origine, il 
baricentro cade neiraltro estremo. 



*) Uoa tavola dei valori di questi integrali si trova nelle a Oeuvres compiétes 1» di Fresnel 
(t.1, p.319). Vedi anche una memoria di Ab ria sulla diffrazione della luce nel a Journal de 
Lioumlle » (1849, p. 248). Quanto ai varii procedimenti immaginati per calcolare gli integrali di 
Fresnel , il lettore potrà consultare le « Lenona d'optique physique » di Verdet (L I, p. 32S). 
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11. Aree. Limitandoci alle superficie usuali ammetteremo come evi- 
dente che qualunque particella infinitesima della su- 
perficie si possa considerare come situata nel piano tan- 
gente. Ogni elemento dxdy nel piano Oxy è la proje- 
zione ortogonale d*una particella della superficie, la cui 
area si può assumere come elemento dell'area À. Que- 
sto elemento è dunque misurato dal quoziente di dxdy 
per il coseno dell'angolo che il piano tangente alla su- y 
perficie.fa col piano Oxy; e per conseguenza (Vili, 1) si ha 

^ = SSVl+p' + q'dxdy , (7) 

estendendo l'integrazione a tutte le coppie di valori dì x edi y^ corrispon- 
denti a punti situati in quella porzione di superficie, di cui si vuol valutare 
Tarea. Questa formola contiene quella del § 6 come caso particolare. Infat- 
ti, nel caso d'una superficie di rotazione, posto l/a?' + y* = B,;gf = /"(R), 
si ha 

quindi , passando (nel piano Oxy) dalle coordinate cartesiane alle polari, 



k=SSy^+f'\R)B,dUR = SSRdids = 2'n:SRd8 ; 

ma se si vuole l'area chiusa in una curva qualunque, tracciata sulla super- 
ficie, bisogna fermarsi ad A = //Bci6d5, e ciò equivale a prendere come 
elemento di A l'area della particella limitata sulla superficie dai meridia- 
ni e 0-f<20, e dai paralleli B ed 'R-{'dH. Tale area si può infatti con- 
siderare come quella d'un rettangolo, i cui lati sono gli elementi lineari ds 
ed RdO del meridiano e del parallelo. 

12. Esempli: a) Per calcolare l'area d*un pezzo qualunque di superficie sulla 

sfera x* -{- y^ -\- z^ = à^ , la (7) dà la formola unica A= // — dxdy, in cui 

rimane soltanto da stabilire i limiti, volta per volta, secondo il contorno del pezzo 
di superficie che si considera. Se si vuole l'area totale della sfera, si ha, calcolan- 
done la sola ottava parte, situata nella regione delle coordinate positive, 

A = 8a I dx I =4ira ldx=ii^a* . 

J J Va^^x'^y^ J 

^ 

Veramente ne) caso della sfera ò preferibile adoperare l'ultima formola del prece- 
dente paragrafo, che diventa A=a*ffcoa^d(fd^: questa si può anche diretta- 
mente dedurre dalla formola data in principio, tenendo conto delle relazioni 

a;=acos9Cos^ «.y^asen^cos^ , z=asen^^ 
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per le quali si ha 



ma bisogna aver cura di far bì che Telemento dell* integrazione si mantenga posi- 
tivo. Cosi, per esempio, quando si calcola l'area totale della sfera, tale scopo si 
raggiunge limitando la variazione di ^ da ad 7i^i ® scrivendo 

i/,ir 






bj Ora proponiamoci di valutare, sulla medesima sfera, Farea chiusa nella 
curva (§2,y) di Viviani. Questa si projetta sul piano Oxt/ secondo il circolo 
r/*=a!(a — a?), ed è simmetrica rispetto al piano Oxz; quindi 



. = 2a I dui ---_ ^ =2a/arcsen|/-^ 



dx 



Se con si designa l'arco che comparisce sotto l'ultimo integrale, si ha a;=atg'6, 

r integrazione per parti dà (IX, 12, e) 




/erfa,= Oa?-a/tg*edO= 



cos'O 



,.•(»■ 



-senOcosO) 



Dunque, poiché va da ad ^■^'k quando a; va da 
ad a, si vede che A =(«—2) a*. Molto più rapido è il 
calcolo quando si fa uso delle coordinate polari: 

A==2a* /dtp / cos^;d4/=2a« / (l-sen(p)<;9=(7t— 2)a-. 

' c) Cerchiamo di calcolare l'area totale d'un ellissoide. Dall'equazione 
-5 + ^ + ~^=l si deduce 









e'a;* 



tlV 



y'\ 
' ì 



dove con e ed v) si designano le eccentricitÀ delle sezioni fatte nell'ellissoide dai 
piani Oxz , Oyz, La formola (7) ci dà 






A = 8 / I 1/ ~ ^dxdy , 

a' ò* 

dove l'integrazione va estesa a tutte le coppie di valori positivi delle variabili, 
soddisfacenti alla relazione —^'\'^<\. Se si rappresenta con t il radicale sot- 
toposto air integrazione, si trova facilmente 

(''-^*)j!+(''-v)^=''-i. 
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e si ò condotti a porre 



con 6 variabile da ad */,ir, e / da 1 all' infinito. Prendendo ^ e come va- 
riabili d* integrazione, V integrale precedente (IX, 26) si trasforma in 



rrH^,y) 



tdtM . 



Intanto, se per brevità si rappresentano con 9(/) e <^(t) i valori dei radicali che 
compariscono nelle espressioni di a; e di y, si trova 

-^7=«»'(0«»6 , ^ = ^'(t)«>nii , |^=-«9(08en« , |=*4-(Ocose . 

Dunque 

k = ZabC r\ fCO+Ocos*' + 9(04''(08en»e j tdtM ; 

• 

poi, se si osserva (IX,14,t) che gli integrali di cos*0<20 e 8en*OdO, fra i limiti 
ed Vt^t soBo ugnali fra loro, e che '/«^ ^ il loro cornane valore, si ottiene 

A = 2'KabJ\ ff'itmt) + fimV) I tàt , 

i 

ossia, finalmente, 

Più oltre non possiamo andare, nel caso generale, poiché ci troviamo in presenza 
di integrali ellittici; ma per e=iQ e per y)=0 ricadremmo solle formole (§ 7,(2) 
relative allo sferoide, rispettivamente schiacciato o allungato. Finalmente, quando 
Tellissoide non ò che lievemente eccentrico, lo sviluppo in serie d& 

e poiché e*— «6 j 1 — Vt(^* +'*!*) + •••{» approssimativamente si ha ♦) 






A = 4iraò^-.)=4ir(|/aòc) • 



d) Per calcolare con sufficiente approssimazione Tarea d*un ellissoide è ne- 
cessario servirsi delle tavole (a doppia entrata) di Legendre, e per questo fa 
d'uopo ridurre la precedente espressione di A ad una combinazione delle forme 
tipiche F ed E. Pósto e=sena,iQ=:/:sena, dimodoché 






<;i , a = arccos — , 



') Per la valutazione approssimata dell'area dell'ellissoide vedi il a Calcul integrai y> di 
Bou8sinesq,p. 78% ed una nota di Peano nei a Rendiconti dei Lincei» (1890, p. 317). 

43 
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la sostituzione /=:&:sen9 trasforma la suddetta espressione nella seguente: 

jcos'a I - + (l — A'sen'a) I — \ 

•f ^/ cos*9^/l — À«sen> tj (1 — A^sen«9)J/l — ;fe«sen«9^ 

Già conosciamo (§2, A) il valore del primo integrale: 



sena 



i 



^ ^y r=F(A,9) E(^,9)-tg9|/l-/^'sen^9 

cos'9Kl — À'sen*9 



l-/c« 



Ora r integrazione per parti ci dà 



^{ cos'9J/l — ^'sen'9 |/l— /i*sen'> ^[ (1— A*sen*9)J/l— /t'sen'f 



d^onde ricaviamo 



/* c?9 E(/:,9) A'sen9cos9 

- , (1— A'sen»9) |/r=Jfe^^«9 "" l — A* (1 — A») KÌ^^A*sen«9 ' 
Dunque 

A= 1 cos*aF(A,a)4-sen'aE(/s,a) + senacosaJ/l — ^'sen'a > ; 

e finalmente, sostituendo a ^ e ad a le loro espressioni in funzione dì a^ò^c^ si 
giunge alla formala di Legendre: 

A = 2irc*+ gF — 1/ -, i,arccos — ) + (a« — c*)E{--|/ -.^ 5,arccos- 

^a*— c*( V^'^a* — e' «/ ' \bf a^^-^c^ a' 

Qui, come esercizio, proponiamo al lettore di dimostrare che, se a* = ^*-}'g*» 1'*^' 
rea è misurata da ira'+^^'E + 7rc*F, dove E ed F sono gli integrali com- 
pleti^ relativi al modulo 1/ 1— (-7-) • ^^s**» peresempio, sea*:i^':c* = 3:2;l, 
si trova A = ira* . 2,52620923.. . 

13. Volumi. Se si tratta di calcolare il volume V del solido compreso 
fra un pezzo di superficie, il cilindro che ne projetta ortogonalmente il con- 
torno sul piano Oxy, e questo piano stesso, si può (c/r. §3) assumere come 
elemento di Y Tanalogo volume relativo ad un elemento della superficie, il 
quale volume è misurato dalla base dxdy per Taltezza s. Adunque si ha 

Y^SSzdxdy , (8) 

dove £f è una funzione di a; e di y , data dall'equazione della superficie. Più 
generalmente si può decomporre un solido qualunque in elementi infinitesi- 
mi del terzo ordine dxdydz, e fondandosi sulla definizione dell'integrale 
multiplo si può scrivere 

y^SHdccdydz , (9) 

dove lo successive integrazioni si debbono eseguire entro limiti convenienti! 
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da stabilire volta per volta secondo la forma del solido. Se , per esempio , 
questo ha la forma descritta in principio, si può sempre, dopo aver fissati x 
ed y, eseguire r integrazione di djs, da cui risulta il valore di js in super- 
ficie, dimodoché si ricade sulla (8). Può anche darsi che, fissando invece z, 
sì conosca il risultato g(js) dell* integrazione dì dxdy^ sia cioè nota l'area 
della sezione piana fatta nel solido alla distanza a dal piano Oxy. In que- 
sto caso la determinazione di Y è ridotta ad un'integrazione semplice 

Y=Sa(z)dz : (10) 

ciò equivale a decomporre V in elementi infinitesimi del primo ordine, con- 
siderando o{e)dz come il volume dello strato che determinano nel solido i 
piani e e-^dz^ come si è già fatto nel caso particolare delle superficie 
di rotazione, per le quali è 0'(£r)=arR*. Infinite altre decomposizioni di V in 
elementi del terzo ordine si possono immaginare; ed è notevole quella che 
nasce dall'uso delle coordinate polari: le sfere definite dai raggi r ed r'\-dry 
i piani corrispondenti ai valori 9 e 9-('^9 della longitudine, ed i coni de* 
terminati dai valori ^ ^ ^-\-d^ della latitudine limitano un solido infinite- 
simo, che differisce per infinitesimi superiori dal parallelepipedo rettangolo, 
i cui lati sono (Zr,r cos4'(?9,rd>^. Dunque 

V=///r«cos4;cfrd(pd4; , (11) 

come si può anche (IX, 27, 6) dedurre dalla (9). 

14. Ad un'altra decomposizione in elementi del secondo ordine (cfr, §4) 
si giunge quando si vuole calcolare il volume V del solido compreso fra un 
pezzo di superficie ed il cono che da un punto ne projetta il contorno. Messa 
l'origine nel centro di proiezione, è naturale assumere come elemento di V 
il volume del c ono, col vert ice nell'origine, che ha per base (§11) l'elemento 
di superficie (/l4-i>* + 2^dj?^y- Siccome il volume di questo cono è misu- 
rato dalla terza parte del prodotto dell' area della base per l'altezza (di- 
stanza deirorigine al piano tangente), si ha 

y=-'ìJS{^-pv-qy)dxdy , (12) 

cambiando, se occorre, il segno dell'elemento. Cosi, per esempio, per calco-* 
lare il volume compreso fra una superficie di rotazione ed i coni che ne pro- 
jettano due paralleli da un punto dell'asse di rotazione, si trova (§ 11) la 
formola N ^^^j^'K SB>(Kdz — edlS), Questa, in coordinate polari, se si dirige 
l'asse polare secondo Tasse di rotazione, prende la forma semplicissima 
V = V3^/^^^cosO, che si può anche dedurre dalla (11). Del resto l'ultima 
formola non differisce sostanzialmente dalla formola data nel § 6, ed a que- 
sta si riduce quando si aggiunge ai due membri il volume del cono, che ha 
per base il parallelo variabile, di raggio B, ed il vertice nel polo: 
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a?* t/* *' 



15. Esempli: a) Il volume totale àeW ellhtoide —■\-^-\- 
vale a dire, scrivendo i limiti delle successive integrazioni, 



'=^f^fV'-i-py 



Sem* 



Per y = — /|/a* — a?' T integrale di destra si trasforma in 
a 

»('-j')À^^'='>'('-^ì- 



o 

Dunque V=27rdc 1 1 1 ^\dùo=:^^l^'Kabc. A questo risultato si giunge più 



plicemente mediante la (12) : 

V=V3C fdx I —r—^ = %^bc fdx^'Uizabc . 

Nell'un modo o nelPaltro, o pure (e/>\ § 5,t') calcolando prima a'(^) per adope- 
rare la (10), si trova più generalmente, per qualunque numero positivo n, quo- 
ziente d'un numero pari per un numero dispari, che il volume del solido limitato 

n^ «.H ^W 

dalla saperflcie —^L.^ — =:\ è 

In particolare il volume chiuso nelV asteroide solido £c'+y' + ^*==^' ^ ók ^^» 
cioè poco più della dodicesima parte del volume della sfera circoscritta. 
b) Per un ellissoide dato mediante Tequazione 

ax^ + by^ + c^« + 2fyz + 2gzx + 2Aa?y = 1 

è conveniente Tuso della formola (10), perchè la sezione piana, fatta alla distanza 
z dal piano Oxy^ ò rappresentata da un'equazione della forma 

àx" + by + e + 2/-> + 2g'x + 2h'xy = , 

e si sa (§5,/i) che la sua area è (7 (^) =— wD':(a'ò'—V )*. Ora, fissato^, dal 
paragone deirequazione della curva con quella della superficie risulta 

a=a , b'=b , K=h , f'=fz , ^'=^^ , c' = c^*-l ; 
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poi 



D'= 


a h gz 


= 


a h g 




h b fz 




h b f 




gz fz cj* — 1 




9 f e 


e per consej 


g:u6nza 







z*z=z*V> — {ab—h*) , 






I limiti dell'integrazione, per Y, sono evidentemente le radici di <j(z), cio& 

±1/ — - — . Dunque V = — — 

cj Date due rette perpendicolari, che non sMncontrano, si consideri an seg- 
mento rettilineo costante, che si sposti appoggiandosi per gli estremi alle due rette. 
Rappresenti 2a la distanza fra queste rette, ed a 1* inclinazione (costante) della 
retta mobile sulla comune perpendicolare alle rette fìsse, dimodoché sia 2a:cosa 
la lunghezza del segmento mobile. Si ponga Torigine sulla comune perpendicolare, 
ad eguale distanza dalle rette fisse, e parallelamente a queste si dirigano gli assi 
delle 07 « delle y. Scelti in tal modo gli assi, Tequazione della superficie è 



a?" 



+ 



•zy ^ 



e per conseguenza ogni sezione fatta nella superficie con un piano perpendicolare 
airasse delie z b un'ellisse, che per zz=:0 h una circonferenza, e per j8: = ±a 
tende a convertirsi in un segmento rettilineo collocato sull'una o sull'altra delle 
rette fisse; gli estremi dei due segmenti sono punti singolari. Fissato per z un va- 
lore fra — a ed a, Teilisse corrispondente ha i semi-assi (a — z)ìga ed {a'{'z)tga; 
e poiché la somma di questi è costante, ne risulta (VI, 45, e) che l'inviluppo delle 
projezioni di tutte le analoghe ellissi sul piano Oxy è un'asteroide. In altri ter- 
mini la superficie generata dal segmento mobile è tutta chiusa in un cilindro di 
altezza 2a, che ha per sezione retta un'asteroide; ed i quattro segmenti curvilinei, 
secondo i quali essa tocca la superficie laterale del cilindro, costituiscono, insieme 
ai segmenti rettilinei collocati sulle rette fisse, come un tetraedro, forma appros- 
simativa del solido generato. Siccome l'area dell'ellisse (§ 5, g) corrispondente ad 
un valore qualunque dì z i 0'(jff)=«(a''— ;5')tg'a, sì trova subito come valore 
del volume del detto solido 



Y=z2T:ig'a r{a^ — z*)dz=*l.^naHg^a 



cioè i ^9 <^6l volume del cilindro, giacché questo volume, misurato dal prodotto 
dell'altezza 2a per l'area (§5,2) della sezione retta ^^ ir (2a tg a)^ , & Sira'tg'a. 
d) Consideriamo il luogo dei punti, tali che la somma delle inverse delle 
loro disianze alle facce d'un tetraedro regolare sia nulla. Siano Qo^Qf iQsiQs 
i vertici del tetraedro, e q^ la distanza fra un punto qualunque e la faccia opposta 
al vertice Q^, distanza che si suppone positiva o negativa secondo che il punto & 
interno o esterno al tetraedro. L'equazione della superficie & 



5^a ^i <i% ^3 



(13) 
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ma nessuna delle formole dimostrate nei paragrafi precedenti è direttamente ap« 
plicabiie a questo genere di coordinate. Conviene pertanto passare alle coordinate 
cartesiane, ed è utile prendere come assi delle w,y,z\e rette che vanno dai punti 
medii di QoQi»QoQs,QoQbi rispettivamente ai punti medi! di Q^Qi t QbQ| « QfQt • 
Se si rappresenta con 2a la distanza di due lati opposti, è facile vedere che le 
coordinate di QoiQfyQtyQs) sono rispettivamente (-^a^—a, — a), (— a,a,<i), 
(a, — a, a), (a, a, — a), e che per conseguenza si ha 

qyS = — X'\-y + z + a , ^3^3=0? + ^ — xr + a ; 

quindi la (13) si trasforma in 

^y« + Vi«(^'+y' + '2*— «•) = . (14) 

Eccoci dunque in presenza d*una superficie del terzo ordine, che possiede quattro 
punti doppìi nei vertici del tetraedro, ha la forma generale d*un tetraedro per così 
dire gonfiato, k toccata, lungo gli spigoli^ dalle facce del cubo circoscritto al te- 
traedro, ed h tagliata secondo sei parabole dai piani diagonali del cubo. La sezione 
piana fatta alla distanza z dal piano Oxy è Tellisse rappresentata dall'equazione 

2z 

a' + y*H (ty=:a^ — -s*, cioè un'ellisse che ha gli assi paralleli ai lati Q,Q, e 

Q|Q,, ed i vert ici situati su due delle sei parabole. Le lunghezze dei semi-assi 
sono ya{a — z) e )/a(a-f-j?) , e dal fatto che la somma dei loro quadrati è co- 
stante si può (VI, 45,c) dedurre che, al variare di z ^ l'ellisse, spostandosi e de- 
formandosi, resta tangente a quattro facce del cubo: i punti di contatto percor- 
rono quattro spigoli del tetraedro. Or a, venen do alla questione, basta osservare 
che l'area dell'ellisse è 0'(^)r=rwaJ/a* — z* per ottenere, applicando la for- 
mola (10), 



a 



.9348022.. 



Questo è il volume totale, evidentemente compreso fra il volume */^à* del tetrae- 
dro inscritto ed il volume Sa^ del cubo circoscritto. Notiamo, per finire, che l'e- 
quazione (14) si può anche porre sotto la forma 

X y z 

arcsen l-arcsen— + arcsen — =V«^ » (15) 

sicché x^y^z^a rappresentano i lati d'un quadrilatero inscritto in una circonfe- 
renza di diametro a. 

e) Invitiamo il lettore a studiare, più generalmente, le superficie rappre- 
sentate dall'equazione (15), con una costante qualunque nel secondo membro. Qui 
ci limitiamo a considerare quella che corrisponde al valore tv della costante, e 
che per conseguenza è il luogo dei putiti^ le cui distanze ai piani d'una terna 
ortogonale sono ttguali ai lati d'un triangolo inscritto in una circonferenza di 
diametro a. L'equazione di questa superficie, in forma algebrica, è 

«?*yV+V4«'(^*+y'+'8'-2y*^*--2^'^*— 2a7y)=o . 
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Intorno airorigine, diventando trascarabile il termine del sesto grado rispetto a 
quelli del quarto, la superficie si comporta come la quaterna di piani 

intersecantisi secondo tre coppie ortogonali di rette, giacenti sulla superficie. Que- 
sta ha dunque un punto quadruplo nelPorigine, e sei rette doppie. Tutta chiusa in 
un cubo di lato 2a, le cui facce la toccano lungo le circonferenze in esse inscritte, 
la superficie limita un solido, che ha la forma generale d'un cubo, arrotondato agii 
angoli e sugli spigoli, e scavato fino al centro, a guisa d'imbuto, in tutte le facce. 
Per calcolare il volume d'un tal solido valuteremo prima l'area 
della sezione fatta nella superficie da un piano parallelo ad una ^--^g^X^^^^ 
faccia del cubo. Questa sezione consta, come si vedrà, di due el- Ìn|^n^^H 
lissi uguali, con gli assi in comune, le quali si confondono in WT ^R 

ana circonferenza quando il piano coincide con una faccia del '^ ' ÌÌ ' 
cubo, e si riducono invece ad una delle tre coppie ortogonali di j^^^^^^H 
segmenti rettilinei, appartenenti alla superficie, quando il piano -^l^f::^^K-j 
passa per il centro del cubo. Basta dare all'equazione della superficie la forma 



(^t + y« - zy = 4^y (l - ^ 



per separare le equazioni delle due ellissi, che in coordinate polari, dopo avere po- 
sto ^=racos9, si scrivono cosi: 

a* 008*9 _ a*cos'9 

1 -j- sen 9 sen 20 1 — sen9 sen 20 

Ne segue, adoperando la seconda formola (3) , che l'area della sezione fatta per- 
pendicolarmente all'asse j?, alla distanza z dall'origine, è 

V47r 



a(;?)=:4 /(!?«— tt»)rfO = 8a«cos*9 / - 



sen9sen20dO 
— sen*9sen*20 ' 



poi, prendendo come variabile d'integrazione ^=:tg9cos20, 
a(j?) = 4a*cos9 / -— j — j = 4a*9COS9 



•py Y^.=4«^ 





giacché, dovendo 9 variare da ad ^s^» ^ certamente arctg(tg9)==9. Quindi 
la (10) dà 

^ Un « 

a(z)dz=i%a^ /9sen9cos9cf9=a' f 9sen9cf9 , 
'0 

e finalmente, integrando per parti, 

V=fl*(9C0S9 — sen9)® = ira' . 

Questo volume è appena i V9 ^^^ volume della minima sfera, che chiude in sé 
l'intera superficie, sfera evidentemente concentrica alla superficie stessa, e tan- 
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geDte ad essa in otto punti, che sono altrettanti ombelichi. Con nn calcolo analogo 
si trova che la capacità di ciascun imbuto è ^j^t^a^, dimodoché il yolame della 
specie di dado, o cubo arrotondato sui vertici, che si ottiene colmando i sei imbuti, 
è *l^iza^; e si verifica che la quantità di solido da portar via su ciascun vertice 
del cubo per Tefifettiva costruzione del corpo che si sta considerando è una molto 
piccola frazione del volume totale del cubo, cioè 0,00228... 



XII. EQUAZIONI DIFFERENZIALI. 



XDCXU.ASE10XU. fjc-A cl.xi.e -^Aa?mi3U±« 

1. Il problema dell* integrazione, come lo abbiamo fin qui trattato, è un 
. caso particolarissimo del problema consistente nella ricerca di quelle fun- 

aioni d'una o jpià variabili indipendenti, le quali funzioni siano legate alle 
variabili ed alle proprie derivate da una o più relazioni. Queste si dicono 
equajsioni differenziali^ e la ricerca delle funzioni incognite è ancora 
un problema d* integrazione. Cosi, nel caso piii semplice, che tratteremo in 
primo luogo, è data T equazione differenziale fix^y,y\y\...)=0^ e ci si 
propone di trovare tutte le funzioni y per le quali è identicamente soddis- 
fatta Tequazione stessa. Simili equazioni diconsi ordinarie per distin- 
guerle da quelle alle derivate parziali, nelle quali compariscono, con 
due più variabili indipendenti, le derivate delle funzioni incognite rispetto 
alle diverse variabili. In tutti i casi si chiama ordine dell'equazione Tordine 
massimo delle derivate, ordinarie o parziali, che sono in essa contenute. Noi 
ci occuperemo quasi esclusivamente delle equazioni del primo ordine. 

2. Integrale generale ed integrali particolari. Suppongasi 
l'equazione /'(^,y,y ) = atta a definire y come funzione continua di x e 
di y, e per ciascun punto {x,y) si tracci una retta, nella direzione definita 
da un coefficiente angolare uguale al corrispondente valore di y. Se inmia- 
giniamo che un punto mobile M, partendo da una posizione arbitraria M,, 
si sposti infinitamente poco, fino ad M^ , lungo la retta tracciata per M^, 
poi da*Mi ad M, lungo la retta tracciata per M^, e cosi via, indefinita- 
mente, è chiaro che Tequazione proposta sarà soddisfatta lungo tutta la 
linea descritta da M. Se poi si prende, fuori di questa linea, un altro punto 
iniziale, si riesce a costruire un'altra linea analoga, e poi, partendo sem* 
pre da nuovi punti , infinite altre linee , costituenti , tutte , una famiglia 
F(a;,y,a)=0. Questa equazione, atta a definire infinite funzioni y, soddis- 
facenti all'equazione differenziale proposta , si chiama integrale gene- 
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rale dell'equazione stessa, ed include infiniti integrali particolari^ 
corrispondenti ai singoli valori della costante a. Adunque Tequazione dif- 
ferenziale f(Xiy,y) = coordina soltanto i punti del piano lungo una sem- 
plice infinità di linee, ma non vincola ^ettivamente y ad :i;, giacché la 
presenza della costante arbitraria a neir integrale generale permette di 
fissare a piacimento, per ciascun valore di x, anche il valore di y. Ne se- 
gue che, se si vuol definire una funzione y mediante un'equazione differen- 
ziale del primo ordine, bisogna inoltre imporre la condizione che, per un 
dato valore di ^, la funzione abbia un valore prescritto. In altri termini, 
dati arbitrariamente x^ ed y^, esiste una funaione continua j di x, che 
soddisfa alla data equazione f(x,y,y') = 0, e prende per x = Xo il valore 
y^. Per la validità di questo enunciato sono indispensabili alcune restrizio- 
ni, che non appariscono dalle precedenti considerazioni; le quali, d'altron- 
de, se ci permettono di renderci conto dell'esistenza, della forma e del si- 
gnificato geometrico dell'integrale generale, non ci dispensano da una rigo- 
rosa dimostrazione analitica '*'). Qui vogliamo limitarci a richiamare Tatten- 
zione suU'unicitò dell'integrale generale, cioè sull'impossibilità dell'esi- 
stènza di due distinte funzioni u{x,y) e v(x,y), le quali possano, ugua- 
gliate a costanti arbitrarie, rappresentare l'integrale generale d'una mede- 
sima equazione differenziale. Infatti, per l'identità fra i valori di y\ rica- 
vati dalle relazioni u == costante e t; = costante , si richiede che si abbia 

e per conseguenza (Y, 30) che vi sia un vincolo fra u e v^ dimodoché porre 
V uguale ad una costante è lo stesso che fissare il valore di fi, e viceversa. 

3. Integrale singolare. L'integrale generale F(a;,y,a)=0 dell'e- 
quazione f{x,y,y)=:-0 soddisfa ancora a questa equazione allorché si con- 
sidera a, non come una costante, ma come una funzione di ^ e di y, impli- 
citamente definita da F^(.c»y,a) = 0, giacché (c/r.VI,39) il valore di y' 

ricavato in questa seconda ipotesi é lo stesso di quello che si otterrebbe 
supponendo a costante. Integrale singolare si chiama appunto l'inte- 
grale che risulta dall'eliminazione di a fra le equazioni P = ed F^"^' 

Ciò si può esprimere in termini geometrici dicendo che ad una data equa- 
zione differenziale del primo ordine non soddisfano soltanto le infinite curve 
rappresentate dall'integrale generale, ma soddisfa altresì l'inviluppo delle 
curve stesse, rappresentato dall'integrale singolare. Perciò si suol dire che 
l'integrale singolare è l'inviluppo degli infiniti integrali particolari* Grazie 
all'esistenza dell'integrale singolare, un punto che si vada spostando con 
continuità, in modo da soddisfare costantemente ad una data equazione dif- 



*) Vedi il « Tratte d'Analyse » di Picard (t. II, p. 292). 

44 
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ferenziale, non è per questo obbligato a rimanere sopra una curva partico- 
lare, n^a può trasferirsi su qualunque altra percorrendo un conveniente arco 
dell'inviluppo *). 

4. È notevole che V integrale singolare si può ottenere senza eseguire 
alcuna integrazione. Se il primo membro deirequazione differenziale consi- 
derata f=0 è una funzione continua, dotata di derivate parziali prime con- 
tinue, V integrale singolare risulta daU eliminazione di y fra le equojs^ioni 

/•=0 , jp7 = 0. Fissiamo infatti una curva, tra le infinite che sono rappre- 
sentate dall'integrale generale, e supponiamo che essa tocchi in A la curva 
rappresentata dall'integrale singolare. Consideriamo un'altra curva parti- 
colare , infinitamente vicina alla prima , e sia A' il punto, infinitamente Ti- 
cino ad A, nel quale essa tocca la curva singolare. Si capisce che le due 
curve particolari hanno un punto comune M, infinitamente vicino ad A, le 
cui coordinate 4 ed t) tendono, per conseguenza, alle coordinate re ed y di 
A quando A' tende a confondersi con A. Ora nel punto M siano t)' ed iq'4~A 
i coefficienti angolari delle tangenti alle due curve particolari, che ivi s'in- 
contrano. Si capisce ancora che, nel tendere di A' ad A, le due tangenti ten- 
dono a confondersi entrambe con la tangente in A alla curva singolare, cioè 
si avrà simultaneamente lim4 = a?,limti = y,limiQ'=y',lim/i=0. Intanto, 
poiché M appartiene a due curve soddisfacenti all'equazione differenziale 
proposta, si deve avere f{i , ti , tj') = , /'(4 , ti , tj' + A) == ; e la seconda equa- 
zione, quando vi si trascurano le potenze di A, dalla seconda in su, diventa 
/'y.(4,ia,t)') = 0. Dunque, al limite, flxyy,y') = ,f^,{x,y,y') = 0. 

5. Per ciò che riguarda l'integrazione delle equazioni differenziali, non 
esiste un metodo applicabile a tutto le equazioni, e noi dobbiamo qui limi- 
tarci a segnalare pochi casi, nei quali si giunge alla conoscenza dell'inte- 
grale generale per via di speciali procedimenti: 

aj Se dall'equazione proposta si suppone ricavata una delle possibili 
espressioni di y\ e se per y si pone dyidx, si è condotti ad integrare una 
equazione della forma udx-\-vdy = 0, con u e v funzioni di a; e di y. L'in- 
tegrazione è immediata {Stidx + Svdy = costante) se w è funzione della 
sola Xj e V della sola y. Allora si dice che le variabili sono separate. Ciò 
si può sempre ottenere quando u e v sono prodotti di funzioni della sola x 
per funzioni di y: basta dividere l'equazione per la funzione di y, che com- 
parisce in u, e per la funzione di x, che comparisce in v. 

h) A separare le variabili si riesce sempre quando u q v sono fun- 
zioni omogenee^ dello stesso grado. Infatti, posto y=tx^ dimodoché sia 

*) Questa osservazione, cosi semplice, è stata con somma abilità utilizzata da Boussinesq 
per la « Conciliation du véritable déterminisme mécantqite avec l'ewistence de la vie et de la 
liberti morale )y (Paris, Qauthiers-Villars, 1878). Vedi anche lo studio del medesimo Au- 
tore « sur divers points de laphilosophie des scicnces v> p. 82. 
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«=«"9(0 , »=«"4'(0) l'equazione si trasforma in 

(f(_t)dx + <^{t)(tdx + xdt) = ; 
quindi, dividendo tutto per x e per 9 + ^4* > ed integrando, si ottiene 

cj Assai facile è Tintegrazione deirequazione differenziale f{x,y,y)^=(i 
tutte le volte che in essa manca x o y^ supponendo, beninteso, che non si 
sappia non si voglia risolvere Tequazione rispetto ad y\ altrimenti da 

y' = 9(a?) y=^^(y) si ricaverebbe subito y = /9(a;)da; o a:=/— ~-, ri- 

spettivamente. Supponiamo invece che Tequazione proposta si sappia risol- 
vere rispetto ad X o ad y. Se, per esempio, si ha a?=9(y'), posto y'=< se 
ne ricava y=/^e?.r=//(p'(^)d^, e l'eliminazione di t fra 

fornisce l'equazione cercata in x ed y. Similmente da y = T(y')> posto 
y = t, si deduce x= j —= j ^-^d/; ecc. 

d) Le equazioni del secondo ordine f{x,y,y\y")=^0 ^ nelle quali 
manca x o y , sono facilmente riducibili a quelle del primo , perchè , se 
manca y, si può considerare y come la funzione incognita, e l'equazione è 
allora del primo ordine, sicché l'integrazione , supposta possibile, conduce 
ad un'equazione F(a;,y',a)=0; quindi , integrando ancora, si giunge alla 
relazione cercata fra x ed y, con due costanti arbitrarie, a e ò. Se invece 
manca x^ basta assumere y come variabile indipendente, e considerare y' 

#/ ^y' r dy 
come funzione incognita, osservando che y ^TT~y j~» P^^ ottenere cosi 

un'equazione del primo ordine, che integrata dà F(y,y ,a) = 0; ecc. 

e) Quando l'espressione di y\ ricavata da un'equazione differenziale 
del primo ordine, è del primo grado in y , l'equazione si dice lineare, e l'in- 
tegrazione è sempre possibile. Infatti, se si pone y=uv, l'equazione 

y+y9{^)=r{x) 

si trasforma in u'V'{-{v''\-vff)u=f, e si riduce ad u'v = f se per v si sce- 
glie una funzione soddisfacente alla condizione t;'-f-t^? = 0, cioè, separando 

le variabili ed integrando, V'=e "^ . Dunque u=rfer , e finalmente 



■/'■ 



y = e ^ le'' .fdx 



Occorrono dunque due quadrature, come si suol dire, ossia due integrazioni 
semplici, per calcolare l'integrale generale di qualunque equazione differen- 
ziale lineare del primo ordine. 
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f) Vequaaione di Bernoulli y i-y9(^) = y7(^) si riduce subito 
alla precedente: basta dividere tutto per y^ ed assumere y*"* come funzio- 
ne incognita. 

g) Interessante è Veqnaeione di Clairaut y=«y' + /^(y')- Derivan- 
dola si ottiene (a? + /"'(y'))y"=0; quindi, successivamente, y" = 0,y' = a, 
y^=ax-\-f(a): questo è l'integrale generale. Se non è y"=0, si deve avere 
^ + f'{y) =0; e se il valore di y , che dì qui si ricava, si sostituisce nell'e- 
quazione proposta, si trova l'integrale singolare, e la via seguita per otte- 
nerlo è proprio quella indicata nel § 4. 

h) L'equazione y = a;9fy') 4-+(y') » quando non è un'equazione di 
Clairaut, è riducibile ad un'equazione lineare, giacché se ne deduce, de- 
rivando, 

dx ^ y (y) + f (//) _ Q 

d!/' 9(y)— y' 

L'integrazione fatta considerando x come funzione incognita della varia- 
bile indipendente y' dà una relaziono dolla forma F(a;,y',a) = 0, e l'elimi- 
nazione di y' fra questa e l'equazione proposta conduce all'integrale gene- 
rale cercato. Più generalmente, tutte le volte che un'equazione differenzialo 
si può mettere sotto la forma y = /*(^,y'), si ottiene, derivando, 

e se questa equazione (del primo ordine rispetto alla funzione incognita y'} 
si sa integrare, l'eliminazione di y' fra il suo integiale generale F(^,y\a)=i) 
e l'equazione proposta condurrà alla relazione cercata fra x ed y. 

ij Se l'espressione di y\ ricavata da un'equazione differenziale del pri- 
mo ordine, è del secondo grado in y, l' integrazione si può eseguire solo in 
casi specialissimi , dei quali ci occuperemo nel paragrafo seguente. Per ora 
ci limitiamo a segnalare alcune notevoli proprietà di siffatte equazioni 

y =y'9(^) + yx(^) + 4'(^) » 

che si chiamano equajsioni di Biccati. Quando in un modo qualsiasi si ar- 
riva a conoscere un integrale particolare u, l'integrazione è possibile me- 
diante due quadrature, perchè, se si pone y = u — —, l'equazione prende 

s 

la forma lineare jef'4-(2w9-f-x)'S^ = 9» e però l'integrale generale è 

y=LU '-^- — . (l) 



f' 



Quando si conoscono dt^e integrali particolari, l'integrazione si riduce ad 
una quadratura. Infatti, se dall'equazione proposta si sottraggono le iden* 
-tità 

w'=ru*<p + tix + 4' » v' — t''9 + nc + + 1 
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sì ottesgono le equazioni 

d d 

^log(y — tt) = (y + ti)9 + x , ^log(y-t?) = (y-f t?)(p-f x 5 

quindi , sottraendo queste Tuna dairaltra, ed integrando, 

Se poi si conoscono tre integrali particolari, l'integrazione si esegue sema 
quadrature, giacché dalla precedente relazione si deduce subito 

y — u to — u 

: = costante. 

y — V w — V 

Dunque il rapporto anarmonico di quattro integrali particolari qualunque 
delVequasione di Riccati è costante. Notiamo, per finire, la forma sempli- 
cissima alla quale si può sempre ridurre un'equazione di Biccati, pren- 
dendo rispettivamente 

^ = y.-^^, t=^fe^'^'^.f^dx 
come funzione incognita e come variabile indipendente. Si ha 

di ifx^ee 2j*X*» <P 

e .9 e .9 

e però l'equazione si trasforma in a' + e^=if(t). 

6. Esempii: a) Per integrare Tuna l'altra equazione 

(3itr*— y«)yda7 — (ar* — 3y*)a7rfy = , (a?*— 3^«)a?rfa7 + (3a?«— y«)yrfy = . 

basta (§5,6) porre y = tXy per trasformare così le equazioni in 
dx (Ì^St*)dt _ dx {^—t^)tdt _ 

e dedurne, integrando, 



1 + ^* ' l + <« 



ciot, rispettiva mente. a?'+y*=aj/2d?^,a?'+y' = aj/a:* — y*, 0, in coordinate 
polari, r=i:a^/sen20,r=:rtj/cos26. Dunqae gli integrali dell' nna dell'altra 
equazione rappresentano (VI, 10, m) le infinite lemniscate, toccate nel polo dagli 
assi o dalle bisettrici degli assi. Si verifica facilmente che le due equazioni espri- 
mono una proprietà cornane alla tangente ed alla normale, cioè la proprietà di 
fare col raggio vettore un angolo doppio dell' inclinazione del raggio stesso sopra 
una retta fissa : questa è una tangente nel polo l'asse normale di simmetria, se- 
condo che si tratta della tangente della nornoale. 

- h) Per integrare {ax -\-by-\-c) do? +(a'a7 ■\- b'y -|- e) dy=:0 possiamo 
prendere come nuove variabili è = «« + ^y + ^»''Q=^'^ + ^'y + ^ » ^ meno che 
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non sia a&'=: ha ^ Del qual caso vi sarebbe già un legame fra 4 ed t). L'equa- 
zione diventa (ò'4 — dx^d^ — (óè — ati)cfti = , e per integrarla basta porre 
'iQ=<4;^cc. Se poi a6'=to\ od insieme acz=ca\ Tequazione, liberata dal fat- 
tore ax-\'by-\-c^ dà aco ■\- a y=^ costante. Invece per axi'^cd si può scrivere 

dimodoché, prendendo come nuove variabili ^'=iax-\-dy^x\-=zccO'\-cy^ si giunge 
ad un'equazione della forma (a4 + PTQ)d4+«c?iQ=:0. Basta poi, per separare le 
variabili, sostituire z=za^-\-P'(\ ad iq: si ottiene (^z — aajd^-^-adz^zO'jecc. 

e) L'equazione y8eneO'\'yco9X=:^l h lineare, e però, per integrarla, ba- 
sta (§ 5,^) determinar prima una funzione v soddisfacente a t?sena;-|-t7 co8a?=0, 
e poi, posto y=zuvy cercare tutte le funzioni u soddisfacenti a t?ticosa; = L In 
tal modo si ottiene, successivamente, t>=co8a7,w = tga?-{-^i,y=8ena:+flcosa?. 

d) Data ad integrare l'equazione {y — xy) cosy' = I— a^seny, se ne ri- 
cavi, per derivarla (§ 5, A) , l'espressione di y : 

y = x(y—igy)+secy , o^seny +— cosy =1 . 

Ora, trattando x come funzione incognita della variabile indipendente y\ si trova 
x=zBetty +aeosy\ e se ne dedu ce (1 +a')seny' = a7±aj/l + a* — a?', 
(l + «')cosy' = aa7rf:J/l + a* — a?*; quindi, portando questi risultati nell'equa- 
zione differenziale proposta, si giunge all'integrale generale 



a±x\/ì + a* 



y+a^arcig "-^-" \^^, ^ db|/l + a'-;r^ = . 
1 — X 

e) In modo analogo si può integrare l'equazione y^=^xy -\-x^f{y)y che 
si trasforma, per derivazione, in 

dy^ 2ny)'^2f{yr ' 

/* dx 
T si ricava a? = — V«T(y')9(y')- Eliminando y' 

fra questa relazione e l'equazione proposta si giunge ali integrale generale. 

f) Per integrare (a*— a?*)dy* + 2a7yda?dy + (ft'— y*)d^' = 0, se ne ri- 
cavi il valore di y, e si noti che l'equazione cosi ottenuta 

y = a?y'zhr a*y'*-l- 6' 

è (§5,^) un'equazione di Clairaut. Dunque l'equazione proposta ammette T in- 
tegrale generale y=cxàz \/à*c*+b\ ossia e* (a* — x*) + 2cxy + (6* — y*) = 0, 

e r integrale singolare -j -|- "tì = 1 • 

gj Dell'equazione y* + —^-{-2y=0 si scorge subito l'integrale partìco- 

1 ^11 

lare y = — , e però basta porre «== — , 9=-----, x = nella formola (l) per 
X X 4 

trovare l'integrale generale 

1 



l — xy 



-\'^l^]ogx:= costante . 
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Un po' più generalmente, cercando di soddisfare all'equazione y*-| — 5 + 2/ty'=0 

m ^ 

con y= — , si trova che m deve annullare m* — 2Am + l , est ottengono così, 

07 



per k*^ 1 , due integrali particolari 



11= — 



X co 

poi la (2) ci dà l' integrale generale 

a? +^ 

che converrà porre, per /^'<1 , sotto la seguente fornaa: 



ary 



= A_|/l_A»tg(a+-ll_Ì*iogaj^ . 



Ai medesimi risultati si giunge (c/V. IX^ 14^ h) mediante la sostituzione xy=^z^ 
che permette di separare le variabili : 

dx , 2kdz 

X ^ -8* — 2A-8: + l ' 

A^ Consideriamo più generalmente un'equazione di Riccati, già ridotta 
(§ &)') A^lft forma y-\-ay^=^f{x)^ e segnaliamo infiniti casi nei quali Tequazio* 
ne si lascia integrare con un numero finito di segni algebrici e logaritmici. Que- 
sti casi si riferiscono tutti all' ipotesi di f{x) proporzionale ad una potenza di x% 
sia f(x) = bx^. Se si pone y==w^ + ^> l'equazione diventa 

uz -f {v + av*) + («' + 2auv) z + au^z* = ta?" , 

a?* 
e si riduce semplicemente a Z'\'auz^^=b — se per ti e v si prendono due fun« 

zioni tali, che le condizioni V'\'at>*=zO, M'-|-2atit?=0 siano soddisfatte. A ciò 

si riesce prendendo v=: — , poi m= -^ ; e cosi l'equazione si trasforma in 
ax X 

z+a^ = bx''*\ 
x* 

e si riduce alla primitiva forma ponendo z= — , x=x''. Si ottiene infatti 






dx^ 



e basta prendere v = perchè l'equazione si riduca effettivamente alla forma 

n-^ 3 
primitiva, cioè diventi 

dove a, = -- - 6 r=: — -—, «, = -— . Ora immaginiamo che la sostitu- 

' n+3 * n + 3' ' n+3 ^ 



zione già, adoperata si applichi più volte di segaito. Si costruirà io tal modo oda 
saccessione di equazioni di Ricca ti, nelle quali airesponente n gaccedono n,, 
n, , n, , . . . , legati dalla relazione 

essendo nQ=^n. Se si aggiunge 2 ai due membri si ottiene 

n. + 2 . , 1 , . 1 

Dunque, cambiando i in i — l,t — 2, ...,2,1,0, e sommando, 

n, + 2 ''^n + 2" 

Siccome le variabili si separano immediatamente, neirequazione proposta, quando 
n = 0, si può asserire che l'equazione è integrabile tutte le volte che nella suc- 
cessione n^ ,n, ,n3,... esiste un esponente nullo. Essa è dunque integrabile 
quando si ha 

11 n . 

- = intero. 



2 n + 2 2n + 4 

Veramente occorre che sia intero e positivo; ma al caso dell' intero nega- 
tivo si provvede facendo direttamente neirequazione data la sostituzione i/=—, 
t ^* 
aj=;2;/**. Infatti T equazione diventa -^ -f ^1^1= ^i^i*» essendo «1 = r, 

ò,= — —-^n. = r--; » dimodoché si ha 

" n+1 n+1 



2w^+4 2n + 4 

Finalmente, se V intero non è finito, occorrerebbero infinite trasformazioni; ma 
questo caso, corrispondente all'ipotesi w=r — 2, h stato già trattalo per altra via. 
Dunque, riassumendo, Tequazione !/'-{- ay*z=bx^ h integrabile per 

"T"~ ' 3"' 5'T' 9 "••' 2 '•••' 9' 7' 5' 3 • 

i) L'equazione del secondo ordine y"=f(cc) si può sempre (§5,rf; trat- 
tare come un*cquazione del primo ordine, considerando y' come funzione inco* 
gnita: y' = //'(.'^)^, con una costante arbitraria a inclusa neirintegrale. Poi 
si ha i/=Sy'dx=xy* — S^di/\ cioè 

y = ooSf{x)dx—S^f(p^)^ » 

con un'altra costante arbitraria £, dovuta al secondo integrale, sicché la parte 
arbitraria di y ha la forma ax-\-b^ come si poteva prevedere. Anche Tequazione 
y"=if{y) si riduce subito al primo ordine (§5,rf) scrivendo y*dy per y'dy^ di- 
modoché si ha, successivamente, 

'ity^=Sny)dy , ^=-^7: — — — 1 
^ y2Sny)dy 

con due costanti arbitrarie, introdotte dalle successive integrazioni. 
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j) Per integrare y"co8y4"y'*seny = t/' si moltiplichi tutto per dy ^ e si 
ponga ydy al posto di y'dy. Così, dopo avere sbarazzata TeqaazioQe dall* inte- 
grale ovvio y=:co8tante, si ottiene Tequazione del primo ordine 

^C08y + y8eny=l , 

che ammette, come si è visto, T integrale generale y^^Beny-^-ìgacoBy; qaindi 

/dy p cosady y+a 
r-r = 1 — 7 — r^=a 4-co8alogtg2-~— , 
seny+tgacosy J 8en(j/ + a) ^ 2 



con a ed a costanti arbitrarie. 

k) Similmen 
porla sotto la forma 



kj Similmente, data Tequazione y"(l+yy')=y'(l+y' )» « P»^ subito 
dy_ l + yy' 

ed integrarla (§5,^) trattando y' come variabile indipendente. Si può anche co- 
minciare dal porre Tequazione sotto la forma 

(l+y'*)(<iy-dy)=(l+yy')dy'-(l+/)dy'=(y-yVdy', 

per dedurne, successivamente, 

d{y—y) _ ydy ,,_,/ i il/riT;^. 
-— — -7- = 1 , y = y+«rl4-y ; 

poi 



.=/ 



y^KVy^^Y-K^^^^ 



. dy 

y=y- 



y^-h} 

e finalmente 

a:^a + k\og(y + yy^+ì^k*) + \og(y^k\/y^+l^k^) , 

con a e k costanti arbitrarie. In particolare per A=l, se prima si prende 
a = — log(l — A*), si scopre l'integrale semplicissimo y = (/l-{-.e*^. 

IJ L'equazione yyy'zny -\-y" , quando vi si considera y come varia- 
bile indipendente, si riduce ad un'equazione di Clairaut 

dy \dy)' 

e però il suo integrale generale ai ottiene integrando y' = ay — a*, ed è, per con- 
seguenza, ys=a-}-^^^*» con a e b costanti arbitrarie ; ma l'integrale singolare 
4y'=:y^ ci rivela l'esistenza di infiniti altri integrali (a — a7)y=4, non conte- 
nuti neir integrale generale. 

m) Finalmente, per vedere come l'uso delle equazioni differenziali possa 
condurre alla scoperta di notevoli proprietà delle funzioni, si consideri Tequazione 
differenziale 

'' + '^ =0. (3) 

|/l— A*sen«<p J/l — A*8en*+ 

che ammette, evidentemente, l'integrale generale 

F(A,9)-f F(A,4/) = co«tontó , (4) 

45 
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e 8i cerchi di pervenire per altra via alla conoscenza di tale integrale. Rispetto 
alla variabile indipendente a? = F(A,(p), è chiaro che le fanzioni u = seof e 
v=8en4' hanno le derivate 



e però soddisfano entrambe alle seguenti relazioni: 

/ = (l-j/«)(l-AV) . y"=-(l+A')y-f2AV . 
Ne segue 

pV' — ttV' = — («« — t?«)(l — A*t*V) , vu'^uv'z=i2k*uv{u^ — V*) ; 

quindi, successivamente, 

rw"— ttr" 2k^uv(uv)' vu — uv 

— ' ^ = — ^ — l-r-^ » T -^v-,i= cozzante. 

vu —uv 1 — A- (ur)' 1 — A'tt't?' 

L'ultima relazione, quando ad u , r , u' , v' si sostituiscono le loro espressioni in 9 
e ^y diventa 

sen9Cos^l/l — A'seii'^^ + sen^J^cos^J/^l — A^8en'9 

• rz — = r^ = cos fante. (0) 

1 — A'sen'9sen'4^ 

Questa non è se non un'altra forma delF integrale generale dell'equazione (3), e 
però, se si rappresenta con sena la funzione di 9 e 4^, che comparisce nel primo 
membro di (5), Tosservazione fatta in fine del § 2 permette di asserire che il 
primo membro di (4) deve potersi mettere sotto la forma f{<j). Or poiché, per 
^};=0, a si riduce, in virtù di (5), a 9, è F(A,9) = /'(9). Dunque, se si ha 

F(A,«p) + F(*,4.) = F(A,a) , 

cr é vincolato a f^ e ^ dalla relazione 



(1 — A*sen'9 sen*^') sena = sen9C08 4^1/1 — A* sen'^j' -|-sen^cos9j/l — A*sen'9 . 

Questo h r importante teorema di addizione degli integrali ellittici di prima spe- 
cie *), scoperto da Eulero. É utile notare che l'ultima relazione si può anche 
porre sotto le seguenti forme: 



cosa = cos9Cos<J^ — sen9sen4'^'l — A'sen*a , 
tg9^1 -rX«sen«4^ + tg^J^ >/l — A«sen«9 



tg<7 



1 — tg9 tg 4; ^/( 1 — A«8en«9) ( 1 — A'sen^^;) 



In particolare per A=0 si ritrovano le formolo di trigonometria, che danno i va- 
lori di son(94-4')i<508(9-f +),tg(9 + 4'). Ancora si noti che, per a=:7s^»P^" 
nendo 9=4^1 si riesce a determinare l'amplitudine 9, per la quale F(A,9) di- 
venta uguale ad Vt^C^)* ossa è 9 = arccot|/l — A*. Ciò permette di risolvere 
una questione posta precedentemente (XI, 12, d). 



*) Per le altre specie vedi Schloemiich, /oc. cit., p. 59. 



-355 — 

./ib.x>x>lloctzlozi.l seona.G'tx-lcli.e. 

7. Curve piane: a) Qaando si vuol conoscere la curva, per la quale il seg- 
mento staccato dalla tangente sopra un asse, a partire da un punto fìsso, sìa una 
funzione prescritta delFangolo che la tangente stessa fa con Tasse, si ottiene un'e- 
quazione di Clairaut, e la curva cercata è data dalVtntegrale singolare^ men- 
tre r integrale generale rappresenta V insieme delle tangenti. Cosi, per esempio, 
se si vuole che il segmento staccato suITasse delle a?, a partire dall'origine, sia 
proporzionale ad i/\ come si è condotti a supporre quando si cerca Tantipedale 
(VI, 45, A) d'una retta rispetto ad un punto, si deve integrare y:=ixy' — a^'*. 
Ne segue, derivando, che, o dov'essere j/"=0, e successivamente y'=A, 
y=ikx--h}ay equazione d'una famiglia di rette, tangenti alla parabola a?'=4ay; 
o si deve avere x=^2ay\ e conseguentemente x^=zAay , Similmente, se si do- 
manda per quale curva i segmenti staccati dagli assi sulle tangenti sono dì ugual 
lunghezza, si è condotti ad integrare l'equazione 

, , ay' 
y = xy ' 



*_ «. 1 

edanzi basterà (§4) determinarne l'integrale singolare: cju^-{-y^=a^. L'elimi- 
nazione mediante la quale si giunge al risultato non differisce, in fondo, da quella 
che si dovrebbe fare (VI, 45, 6) guardando il problema dal punto di vista della 
teoria degli inviluppi. 

b) Analogamente si procede se invece della tangente si considera la nor- 
male, nel qual caso l'equazione da integrare ha la t'orma x-\'yy =f{y)^ e si può 
subito risolvere {cfr, §5,/i) rispetto ad y. Del resto si può anche cominciare dal 
derivare l'equazione, per eliminare poi y fra l'equazione che in tal modo si ottie- 
ne, cioò I+y +yy'=/*'(y)y > e l'equazione proposta. Si giunge così all'e- 
quazione lineare 

,dx_ X , yny')-ny) 



y 



dy 1^/ i^y' 



che si sa integrare. Se F(a?,y',a)=0 è l' integrale generale, basterà poi fra que- 
sto e l'equazione proposta eliminare y' per trovare l'integrale generale cercato. 
Se, per esempio, si vuole una curva tale che i segmenti staccati dagli assi sulle 
normali abbiano tutti la lunghezza a , si è condotti ad integrare 

, f tiy 



e si trova che IMntegrate generale risulta dall'eliminazione di y' fra 

2KiT?^ ^+y' 2^1+/^ ^+y' 

Del resto basta conoscere una curva sola che risponda alla questione, per cono- 
scerle tutte; e però possiamo limitarci a fare, per esempio, ^ = V«- ^"^ questa ipo- 
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tesi le precedenti uguaglianze diventano 
a 



«?=:• 



— |(i+y')'-(i-yr| , y= — ^|(i+y?-f (i-y?;. 
«(i+y-y 8(1+/)' 

e se ne deduce, per eliminazione di y\{x-\-yY-\'{x^yY=l — —y . Danqoe 

le curve cercate sono parallele ad un'asteroide, che ha i vertici sugli ossi ; e per 
conseguenza {Yly4b,f) esse sono, come si poteva prevedere, le infinite svilup- 

i i I 

panti delV asteroide a?*+y' = fl'. 

e) Quando si cerca una curva tale, che il segmento intercetto da un asse 
sulla normale, a partire dal punto d'incidenza, sia una determinata funzione del 
segmento intercetto sul detto asse dalla normale, a partire da un punto fisso, sì è 

condotti ad integrare un'equazione della forma yV\'\-y'^=^f{^'-\-yy)^ Deri- 
vando si ottiene un'equazione che si scinde in 

l + /+yy" = , ^ =f\a:^yy') . (6) 

y^+y" 

Se fraTultima e Tequazione proposta si elimina y\ si ottiene l'integrale singolare, 
che rappresenta la curva cercata. Invece integrando la prima delle (6) si ha 
^4'yy ==^> ® finalmente, portando il valore di y' neirequazione propositi, 
(a? — a)* +y' ==/**(«), equazione d'una famiglia di cìrcoli, tangenti alla curva già 
ottenuta. 

d) Se si vuole la curva, per la quale il raggio di curvatura in ciascun punto 
si esprime mediante una data funzione dell'ascissa del punto stesso, bisogna inte- 

%_ 
grare l'equazione (1 -f-y' )* = y"f(x). Qui le variabili si separano subito, e si ha 

v' f*dx a^ 

■ = i -7-\ ; ecc. Per esempio, se /'(a?)=---, si ottiene la curva eia* 

^ + y r ijc^dx 

stica^ rappresentata dall'equazione y = / — rz=- ■ Essa 6 il profilo d'una lama 

elastica, mantenuta ad un'estremità, e piegata per effetto d'una forza applicata al- 
l'altra estremità. 

e) Cercare una curva piana, il cui raggio di curvatura sia uguale al seg- 
mento staccato sulla normale da una retta fissa, a partire dal punto d'incidenza. 
L'equazione che si ottiene è 



Vi. 



» 



(l + /)' =±yKl-t-v'* , cioi l+y'=±yy" . 

Se si prende il segno — , l'equazione precedente h la stessa di quella ottenuta poco 
innanzi, e però i circoli stanno fra le curve cercate. Invece col segno -{■ si ottiene 
\-\-y :=Lyy\ o, moltiplicando per rfy, e scrivendo ydy al posto di y"dy, 

dy y'dy %/— ;ì r ady 

y 1 + / J Vy^-à" 
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poi, fissando rorìgioe in modo che per a;=0 si abbia y=a, 

,=«iogy±i^ZEf! . eroe y=|.(/+r-). 

a 

equazione d'una catenaria. 

f) Più generalmente, l'equazione differenziale delle linee di Ribaucour 
(VI, 15, A) è 

(L±yÌ*=AyKr+7 , cioè l + /=Ayy". 
e se ne tenta 1* integrazione ponendo y'dy per y'dy. Cosi l'equazione diventa 



'±=k-yyy\,.,, ,=«(i+yt*,cioè y'=l/(#-i. 

N e segue 

Questa h l'equazione generale di tutte le linee di Ribaucour . Essa non si può 
(X, 10) porre sotto forma esplicita finita, con segni algebrici e logaritmici, se non 
quando è intero uno dei numeri Vf^»Vf(^ — 0» ci^^ quando )s. è un numero 
intero. Sì ritrovano così la circonferenza e la catenaria per A= — l e ^ = 1; 
poi la cicloide per A= — 2, la parabola per A = 2; ecc, 

g) Più generalmente ancora, la ricerca delle curve, per le quali il raggio di 
curvatura è una data funzione del segmento di normale, compreso fra il punto di 
incidenza ed una retta fissa, è sempre riducibile a due quadrature successive. Sia 

infatti ^=yK 1-f y^ 1a lunghezza del segmento dì normale, e si scrivala curva- 
tura nel seguente modo: 

J^_ y" _ y'dy _ d 1 ■___ j._y^_l, y_gi 



L'equazione p=if(t) si trasforma subito in 

^ = £f ^i- , e dà y = te~^^) = 9(t)i 

poi 



^,^vt^m , .= rm&^, e.. 






9(0 J |/t«-9«(0 

Questo problema sì presenta tutte le volte che si tratta di determinare le superfi- 
cie di rotazione, caratterizzate da una data relazione fra i raggi principali di cur- 
vatura. 

8. Trajettorie. Il problema delle trajettorie consiste nella ricerca delle curve, 
che incontrano sotto un angolo costante co tutte le linee d'una data famiglia 
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9(a?,y,a)=0. Ciò si esprime scrìvendo che, qualunque sia il valore del parame- 
tro a , si deve avere 

cioè 

(io; dy 



~ sen 0) 4- ;r-^ 008 0) — r-^ cos o) + ^- sen co 
Qx oy ox oy 

Se in questa relazione si sostituisce il valore di a, ricavato da 9=0, si ottiene 
un'equazione differenziale del primo ordine, la cui integrazione conduce airequa- 
zione ^(a;,y,d) = di un'altra famiglia di curve, le quali godono della proprietà 
richiesta. In particolare la ricerca delle trajeitorie ortogonali delle curve 9=0 

si fa integrando Tequazione differenziale che risulta daireliminazione di a tra 9 =0 

3m 89 ^ 

e doo:-^=dy:-j- . E utile sapere che, se le due famiglie sono tali che per ogni 

don dy 

punto del piano passano, in generale, due curve (e due sole) appartenenti alle due 
famiglie, queste poissono servire di fondamento ad un sistema di coordinate cur- 
vilinee^ poichò ciascun punto è individuato dalla coppia di valori a e 6, caratte- 
rizzanti rispettivamente in 9=0 e ^r=:01e due particolari curve che lo conten- 
gono. Un tal sistema di coordinate si dice ortogonale quando (o=*/,9r. Così, 
per esempio, le ordinarie coordinate cartesiane hanno per fondamento due si- 
stemi di rette parallele, mentre le coordinate polari sono fondate sopra un fascio 
di rette e la famiglia dei circoli concentrici, ortogonali alle rette del fascio; ecc. 
Ora risolviamo il problema delle trajetterie in alcuni casi particolari : 

a) Per trovare le trajettorie ortogonali dei circoli di raggio a, che hanno 
i centri sopra una retta (che conviene assumere come asse delle ascisse), si deve 
eliminare b (tà le equazioni 

(07— *)» + y«=a» , —-7 = — , 
a? — o y 

dimodochò, posto y = asenOy convenendo che per = 7t^ sia a;==0, si ottiene 



vale a dire che le trajettorie (le quali sono evidentemente delle trattrici) si ot- 
tengono spostando parallelamente all'asse delle ascisse la curva rappresentata 

dalle equazioni a7 = a(cosO-{'logtg-^j, y=asenO. Del resto è facile verificare 

che la sviluppata di questa curva è una catenaria. Per (o qualunque si trovereb- 
bero le altre sviluppanti della catenaria. 

b) Il fascio di circoli x* + y* — a*=2fiflt/ può essere 'rappresentato anche 
dalla sua equazione differenziale 2xydx^={pc^ — y* — o^^)dy^ che si stabilisce eli- 
minando il parametro p. fra l'equazione precedente e quella che se ne trae per dif- 

dy dx 

ferenziazione. Il cambiamento di -7- in — conduce all'equazione differenziale 

dx dy 

delle trajettorie ortogonali dei circoli del fascio; e poichò l'equazione che in tal 
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modo si ottiene, ossia 2ocydy=^{y^ — a?*4-a*)diP, non differisce da quella del fa- 
scio se non per lo scambio di x con y, ed il cambiamento di a' in — a', si vede 
subito, senza che occorra integrare, che le dette traiettorie costituiscono un altro 
fascio di circoli x^'\'y*-\-à^:=2\ax, I due fasci servono di fondamento al si- 
stema *) delle coordinate dipolari t*=*/,log— -r , t?=arccot|t. 

A-j" A 

e) La determinazione delle traiettorie ortogonali di qualunque famiglia di 
circoli dipende da un*equazione di Ri coati. Le coordinate è,iQ del centro d'un 
circolo ed il raggio a siano tre funzioni note deirarco s della linea dei centri. Sia 
9 r inclinazione della tangente a questa linea sull'asse delle ascisse, e Tangolo 
che la tangente ad una trajettoria, nel suo punto d'incontro {(o^y) col detto cir- 
colo, fa con la normale alla linea dei centri. Si ha 

fl?=è — «sen(6-f-9) , y=ia+^cos(® + 9) » 
e per conseguenza 

_ = cos(p-5-sen(e+(p)-«(5j + yjcos(e + 9). 
-J. = gen(p + ^cos(e + (p)— a(— + ---J8en(eH-(p) ; 

quindi, poiché devVssere — c?A?:{2y = tg(6-|-9), si vede che la funzione incognita 
soddisfa airequazìone differenziale 

d6 1 cosO 
ds p a ' 

in cui p, raggio di curvatura, h una funzione nota di s. Basta ora assumere come 

. . 6 

funzione incognita t^iìg--- per essere condotti ad un'equazione di Riccati: 

^v.(^i)..+v.(l-i)=o. 

Del resto la conoscenza dell' integrale generale non è indispensabile per la ricerca 
delle proprietà dello trajettorie, giacché, tenendo conto dell'equazione differenziale 
solo in quanto permette di esprimere 6' mediante e funzioni note di «, le for- 
mole precedenti diventano 

dx diÉ 

— = (send — a')sen(6 + 9) , ~= — (send — a')cos(e + 9) . 

Dunque il differenziale dell'arco d'una trajettoria ortogonale è rf5j=(sen6 — a)d8; 

e poiché l'angolo df contingenza è manifestamente dfi-\ , si vede che il raggio 

p 
di curvatura è dato dalla formola Pjcos0=:a(sen6 — a'). In particolare per a'=0 

sì ritrova, generalizzata, una proprietà della trattrice: il centro di curvatura in 
ciascun punto d'una trajettoria ortogonale d'una famiglia di circoli uguali 
appartiene alla corrispondente normale delia linea dei centri. È facile poi ve- 
dere che, una volta determinata d in funzione di s , l'equazione intrinseca delle 



*) Analisi algtbrica, p. 320. 
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trajettorie risulterà daireliminazione di s fra le uguaglianze 

d) Per trovare le trigettorie ortogonali delle coniche omofocali 



si formi prima, per differenziazione ed eliminazione del parametro X, Tequazione 
differenziale di questa famiglia di curve : 

(ycbs — xdy) (a;dx + ydy) -j- (a* — 8*) dxdy = . 

dfy do? 

Siccome il cambiamento ài -j- in — j- non altera Tequazione, se ne conclude che 

le trajettorie cercate sono le coniche stesse; e ciò si spiega osservando che, fissati 
0? ed y, si ricavano dalia prima equazione due valori di X: uno, compreso fra 
— a* e — ò*, corrisponde ad un* iperbole; l'altro, maggiore di — 6*, corrisponde 
ad un'ellisse. Passano dunque per ogni punto del piano, tagliandosi ad angolo retto, 
un'ellisse ed un'iperbole, che hanno i fuochi in due punti dati; ed i valori dì X, 
che le individuano nell'intera famiglia delle coniche dotate dei medesimi fuochi, 
sono le coordinate ellittiche del punto che si considera. 

9. Superficie: a) Proponiamoci di determinare le trajettorie ortogonali delle 
generatrici rettilinee del paraboloide iperbolico ooy=az^ e consideriamo, per 
esempio, le generatrici del primo sistema, cioè quelle che son perpendicolari al- 
l'asse delle so. Le loro equazioni sono, se si vuole, x:=at,y=z:t^ dimodoché ìd 
un punto qualunque i coseni direttori d'una generatrice sono proporzionali a 0, I, 
t^ mentre quelli della tangente alla curva incognita sono proporzionali a dx^dy, 

z 
dz. Se nella condizione di ortogonalità dy-\-tdzz=:0 si sostituisce — a f, si ot- 
tiene ydy'\'Zdz=0^ quindi y'4^z' = a'. Dunque le trajettorie ortogonali dei 
due sistemi di generatrici rettilinee si projettano sui corrispondenti piani direttori 
in circoli concentrici. 

b) La determinazione delle trajettorie ortogonali delle generatrici di qua- 
lunque superficie rigata si può sempre fare con una sola quadratura. Supponiamo 
che la posizione d'un punto sulla superficie si definisca mediante le (Vili, 11) so- 
lite coordinate u e t?, dimodoché sia X=a? + at?,Y=:t/+òt?,Z=x:-j-c», dove 
x^y^z^a^b^c dipendono soltanto da u. Se si rappresentano con x\y\,.,^c le 
derivate di queste- funzioni, si ha 

dX = {x '\'àv)du-\'adv , dY=^{y-\'b'v)dU'{-bdv , dZ = (V+c't?)dtt+cdc , 

e la condizione di ortogonalilà SarfX=0 diventa {ax* -{-by '\'Cz)dU'\'dv=0^ 
da cui subito si ricava, integrando, t? = — /(aa?' + by + ^^) ^"' Trovata una tra- 
jettoria v = f(u), tutte le altre sono date da v=f(u)'\' costante ^ e però due 
trajettorie qualunque intercettano segmenti uguali su tutte le generatrici. 

cj Nella rappresentazione di porzioni limitate della superficie terrestre si è 
condotti a considerare le linee di livello, ossia le intersezioni della superficie con 
piani orizzontali. L'equazione stessa d'una superficie F(a;,y ,^)=0 rappresenta, 
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per oiascaa valore di z^ ana lioea di livello, projettata sul piano Oxy^ sapposto 

orizzontale. L'eliminazione di z frsL le equazioni P = e ^- c?a? + c-rfi/=iO con- 

duce ad un'equazione differenziale del primo ordine, che rappresenta appunto V in- 
tero sistema delle linee di livello, ed anche, mediante il suo integrale singolare 
r inviluppo delle linee stesse, cioè (c/V-, VIII,3) il contorno dell'ombra della su- 
perficie sopra un piano orizzontale, per un fascio verticale di raggi luminosi. Se 
poi nell'equazione differenziale delle linee di livello si cambia y' in — l:y\ l'in- 
tegrale generale della nuova equazione rappresenta le projezioni orizzontali delle 
linee di massima pendenza, trajettorie ortogonali delle linee di livello *). 

d) Proponiamoci di trovare le linee di curvatura dell'elicoide a piano di- 
rettore (Vili, 31, ò), cioè della superficie costituita dalle normali principali di un'e- 
lica circolare. Se r e sono le coordinate polari della projezione d'un punto qua- 
lunque della superficie sopra un piano perpendicolare all'asse del cilindro, si ha 

y 

z=a9^ dove 6 = arctg— , e per conseguenza 

òz ay ^ A òz aoo a ^ 

Ora la nota (Vili, 36) equazione differenziale delle linee di curvatura diventa 

dr / a*\ dr / a*\ 

— cosO — n + -pisene de — 8ene + [l + -^jcosOc?e 



— senO — cosOde — cosO+senOdd 

r r 



. = 0, 



dr* / a' \ 
cioè --i- = {l+rr)^^*» ^* ^^^ subito si deduce 






yr^ + a* 
e finalmente 



y,a(e'''-'''-i*''-'') 



Queste curve, projezioni delle linee di curvatura sul piano direttore, si ottengono 
facendo girare intorno al polo la spirale r==y^a(e^ — é^). 

e) La ricerca delle assintotiche è fondata (Vili, 41) suU' integrazione del- 
l'equazione differenziale rdai^-]-2sdady'{-tdy*=z0. Nel caso dell'elicoide a piano 
direttore si trova che r^s,t sono proporzionali a — 2a:y,a?* — y*y2asy^ e però 
l'equazione da integrare è — fl5yda?* + (a?* — y*) (irdy + o^ydy* = , vale a dire 
(yda — xdy)(cDdx-\'ydy)=0, Essa si scinde nelle due 

yda — fl?dv = , xdcO'\-ydy=zO , 

la prima delle quali fornisce le generatrici {y=:kco), mentre l'altra dà ool*'\-y^t=za\ 
Le assintotiche dei due sistemi sono dunque ortogonali, e però, come già si sape- 
va, la superficie è di area minima. 



*) Per una minuta disciuaìone di queste e di altre notevoli linee yedi il « Calcul différentiel » 
di Bou88ÌDe8q,pp.229*-243\ 
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f) Àirequazione differenziale delle assintotiche giova dare uii*altra forma 
che riesce più comoda qaando le coordinate dei punti della superficie sodo date in 
funzione di due variabili indipendenti, u q v. SiccooQe si ha 



rdx^ + 28dcGdy -f- tdy^ ^—pd^x-^q d^y + d*z , 
e d'altra parte 

la detta equazione si può niettere sotto la forma 






Hy.^) 



d*X' 



^(^'^)d»y+_?Md*^ = 



ò(ii,r) 



Hu,v) 



quindi, se sì osserva che 

epa? = ;r-z dU* 4- 2 ;r-^r- «'W dr + ;r-i <£t?* 



ecc. 



si ottiene 



arffi' + 2S8dfidt? + Grfr'=0 , 



(7) 



dove 



"òx "òos 






S8 = 



7)x 


da; 


ycB 


du 


à;^ 


òuòv 




ay 

3» 




02 


ìiz 


yz 


du 


òv 


ìinìiv 



"Òy Dy yy 

ÒM òt? Dm* 

Cosi, per esempio, nel caso delle superficie rigate (Vili, 11), ad x,y^z bisogna 
sostituire X=a?-l-at?,Y=y + ^^»Z=^4'^^> e si trova 



(2 = ! 



ìix 


ddf 


ò*x 


du 


^ 


òv* 


J)y 


ay 




a» 


a* 


d*^ 


du 


3» 


bt>« 



S8 = 



a a 
6 b' 



(2=0 , 



mentre €1 è una funzione quadratica di v, i cui coefficienti dipendono, in generale, 
da u. Se la superficie è sviluppabile (Vili, 9) si ha cS=0, e Tequazione (7) -si 
riduce a du'=0, vale a dire che i due sistemi di assintotiche si confondono nel- 
Tunico costituito dalle generatrici {u^= costante). Se la superficie non è sviluppa- 
bile, cS non è nullo, e la (7) si scinde in due equazioni, cioè c/ti=0, a cui soddi- 
sfano le generatrici, e 

^ = i;«9(u) + rx(t^) + +("). (8) 

Dunque (§ 5, la determinazione delle curve assintotiche d^una rigata gobba 
dipende da un'equazione di Rice a ti. Ne segue che quattro assintotiche qua- 
lunque incontrano le generatrici in una quaterna di punti, il cui rapporto 
anarmonico ha un valore unico per tutte le generatrici. Inoltre la conoscenza 
di un*assintotica permette di determinare tutte le altre mediante due quadrature. 
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In particolare ciò accade per tutte le rigate a piano direttore^ perchè rannulla- 
mento identico di 



2c59(w) == 



a a a 
b V b" 



riduce la (8) ad an*equazione lineare, la cui integrazione (§5, e) richiede appunto 
due sole quadrature; e d*altra parte il detto annullamento è (IV, 9) necessario e 
sufficiente per resistenza di tre costanti l^m^n^ tali che sia /a-f m6 + ^c=^ 
indipendentemente da tt, vale a dire perchè le generatrici sian tutte parallele ad 
un piano fisso. 

g) Riprendiamo Telicoide a piano direttore, e proponiamoci di determinarne 
le geodetiche. La ricerca di queste curvo è fondata sulla relazione che esprime la 
perpendicolarità della binormale della curva incognita, in ciascun punto, e della 
normale alla superficie. Siccome i coseni direttori della binormale sono propor* 
zionali a dyd^z—dzd^y ^dzó^x^dxóPz^dxd^y — dyd^x^ mentre quelli della nor- 
male alia superficie sono proporzionali ad ay^-'Ox^oó^^y^y si deve avere 

ovvero 

a {xdx + ydy) d?z—a {xd?x + yd!^y) dz -}- (a?' + y*) {dx d}y — dy d?x) = . (9) 
Intanto da a?'+y' = r' si deduce 

xdx'\'ydy:=^rdr , a?cPa? + V^y = ^dV — rV6* , 
ed è noto (V,ll,c) che 

da;dV-dyd*a? = (rVd« + 2c/r« — rdV)de ; 



quindi la (9) si trasforma in , 

2rr 



H + r , 



r' + d 

mettendo da parte 1* integrale 9=costantey che definisce le generatrici rettilinee. 

Al primo membro si può (§ 5, d) dar la forma r'-—; quindi è naturale assumere 

, ar 

come funzione incognita u=r . Cosi Tequazione diventa 

du 4ru 

ed è noto (§ 5, e) che questa si può integrare prendendo 

/. 4rdr 

dove la nuova funzione incognita v deve soddisfare all'equazione 

dv 2r 



dr {r^ + a"")^ 
Ne segue 
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con b costante arbitraria. FÌDalmente 

bdr 



:(>->.)=/- 



Il secondo membro, integrale ellittico, non è calcolabile, generalmente, con segni 
algebrici e logaritmici, in nomerò finito; ma per bz=za sì ha 

±(0-0.)=/— — :=z = log --^ . 

e finalmente 

2a 

EDcxvLCi.sBloziJ. ULzuecurl. 

10. Continuando a parlare delle equazioni fra due variabili, fermiamoci 
a considerare specialmente quelle che contengono linearmente la funzione 
incognita e le sue derivate, cioè le equazioni della forma 

y^^>+y^^'>r^(x) + !/''^y,(a;) + ...-\yr^,(u^^ . (10) 

le quali diconsi lineari. Quando f(x) è 0, l'equazione si dice incompkta: 

y(n, ^ y(-iy^(^) + y-V,(^) + . . . + y'/;_,(a.) + y/^(^) = . (Il) 

Questa gode evidentemente della proprietà che ogni suo integrale, cioè ogni 
y soddisfacente àlV equazione non cessa di soddisfare quando viene moltipli- 
cato per una costante, o sommato con altra funzione analogc^ Ciò premesso 
è facile dimostrare che, se yiiy,i.-M sono n integrali particolari, linear- 
mente indipendenti, c^una equazione lineare, incompleta, di n*'*'^ ordine, 
Vintegrale generale è 

y = ^iPi+at!/% + ^z!/z^ h^n^n I (12) 

dove a^ia, «...«a^ sono costanti arbitrarie. Infatti, limitandoci, per mag- 
gior chiarezza, al caso particolare n = 3, supponiamo che u,v^w siano tre 
funzioni, linearmente indipendenti , soddisfacenti all'equazione 

y"+y"9{^)+y'H^)+n{^)=o , (i3) 

dimodoché si abbia identicamente 

u"+u\ + u'^+ux=0 , t?'"+t?>+r ^^ + t?x=0 , to'"+w<p+u}^+uri=iO . 

Per la coesistenza di queste quattro relazioni è necessario che ogni funzione 
y, soddisfacente alla (13), sia legata ad u,v,w dalla relazione 



y p y y 

U tt' U tt"' 

« rr t»t 

r t? r tj 

U) V) V) V) 



= 0, 
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e ciò richiede (IV, 9) che le quattro funzioni siano linearmente vinoolate. In 
questa relazione fra y>u,t;>uy non può mancare y, altrimenti sarebbero 
legate linearmente ti,t;,u7i contrariamente all'ipotesi. Dunque 

y = au + ^ + cw , 

con a^b^e eostanti non solo, ma costanti af&i^ram , perchè Tosservazione 
fatta in principio permette di asserire chela funzione y = au + bv + ew 
soddisfa effettivamente alla (13), qualunque siano a^b.c- 

11. Quando è noto 1* integrale generale deirequazione (11), quello del- 
l' equazione completa (10) si può ottenere con n quadrature, seguendo il 
metodo detto da Lagrangi a t^araairton^ delle eostanti arbitrarie, tentando 
cioè di soddisfare alla (10) con la stessa forma (12), in cui si suppone che 
le a siano funzioni di Xy da determinare convenientemente. Sia data, per 
esempio, l'equazione 

y"+y>(^)+y'4'(^)+yx(^)=A^) • (i4) 

e si conoscano tre integrali particolari M,t;,u;, linearmente indipendenti , 
della corrispondente equazione incompleta (13). Cerchiamo di soddisfare 
alla (14) prendendo y^au + bv + cwt dove a,&,c sono tre funzioni inco- 
gnite di Xt alle quali possiamo sempre imporre due condizioni: 

a u-^-b'v -{-0*10 = , a'u-^-b'v-^-cw'^^^O • 

Ora, soetituendo in (14) le espressioni di y e delle sue derivate 

y=au+bv+cw , y" = au'' + bv'+cfv" , 

y'"=zau'^ + bv'" + cw"' + a'u'' + bv" + c'io' , 

sì trova, come terza condizione, aV+6V' + c'f(?''=/*(a?), sicché a\b\(f si 
possono dedurre dal sistema 

au + b'v + cw = , àu+b'v+cu>=0 , aV + 6V'+c'tt>'' = /'(a?) . 

Questo ammette una soluzione ben determinata, perchè, essendo u.v^u? li- 
nearmente indipendenti, per ipotesi, il determinante del sistema 

u u' u' 

to to' to' 

è diverso da zero. Trovate cosi le funzioni a\b\c\ si ottengono poi , con 
semplici quadrature, le espressioni di a^b^c^ e conseguentemente l'inte- 
grale generale y con tre costanti arbitrarie. Nel caso generale, immagi- 
nando che nella (12) si sostituisca ad ogni a una conveniente funzione di rp, 
aumentata d'una costante arbitraria, si vede che la forma dell'integrale gè- 
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neraU delVequaeione (10) è 



y=3/o+«iyi+«iyi+--- ++^,yH 



(15) 



Talvolta accade che sia già noto un integrale particolare y^ deirequazicne 
completa^ ad allora basta conoscere n integrali particolari (linearmente in- 
dipendenti) Vit^s*"* ^^^'^ corrispondente equazione incompleta^ per po- 
tere immediatamente scrivere l'integrale generale (15), senza che vi sia 
bisogno di ricorrere al metodo di Lagrangia. Infatti, posto yz=:y^'\'Z 
in (10), si vede subito che z deve soddisfare alla (11). 

12. Teorema. U integrazione di un* equazione lineare dell' ordine n , 
quando si conoscono m integrali particolari, linearmente indipendenti, della 
corrispondente equazione incompleta, si pud sempre ridurre all'integrazione 
di un'equazione lineare delV or dine n — m, seguita da m quadrature. 

Siano infatti yi9,Vi«**- gH m integrali noti dell'equazione (11), e sia 

^0 



a = 



y, y. y, 
y. Pi y': 






,.(m-i) 



y y y 

Il ni tn 



,/m-i) 



il loro wronskiano. Si cerchi, come nel precedente paragrafo, di soddisfare 
alla (10) prendiendo y = a4yl + fl,y,^-... + ««y,«» ed imponendo alle fun- 
zioni a^ ,a, ,... la condizione che le loro derivate siano proporzionali ai 
complementi algebrici degli elementi dell'ultima colonna di a, diguisachè 
si abbia, chiamando z il coefficiente di proporzionalità, 

2«>,=o , 2vr=^ (p^'^ v=i,2,...,m-2) , 2^yT'''=<^^ • 

È facile vedere che le derivate di y= a^^i + cL%y% + ••• + fl^m^m sono date 
dalle formolo 



is=m 



<=1 



<=1 



y**'=2«,yr + «"""* + «M«''"""' + -+«.-«,,* (per v>m) 
La loro sostituzione in (10) conduce ad un'equazione della forma 



az 



(«-w) 



+«.« 



(i»-m-l) 



H |-an-m^ = /'(^) 



Conosciuto i' integrale generale di questa equazione lineare dell* ordine 
n—mf sono anche note le m funzioni a , dalle quali si può risalire alle a 
mediante m quadrature. La? dimostrazione precedente non è che la natu- 
rale estensione di quella che ci ha condotti al risultato del § li, corrispon- 
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dente all' ipotesi tn = w. Per w = n — 1 , ricordando (§ 5, e) ciò che si è 
detto per le equazioni lineari del primo ordine, si vede che Vintegrazione di 
un'equazione lineare dell'ordine n , quando si conoscono n — 1 integrali 
particolari, linearmente indipendenti, della corrispondente equazione in- 
completa, è riducibile ad n + l quadrature. 

18. Esempii: aj L^equazione lineare del primo ordine ^'4'y9(^)=/*(^) si 
può sempre integrare, perchè deirequazione incompleta y'-j'^?(^)=0 si cono- 
sce Tintegrale generale y^=ae ^^ , ed il metodo di Lagrangia dà 

Dunque, successivamente, 

a=ie^^fdx , y^e'^"*^ Ce^^Jdx . 

b) L'equazione del secondo ordine y"+y'9+j/^ = /' si può integrare me- 
diante tre quadrature quando è nota una funzione u, soddisfacente alla condizione 
M" + tt'9+w^=:0. Infatti, posto y = att, l'equazione diventa 

Questa è del primo ordine in a\ e se ne può ricavare a con due quadrature; poi 

,fdx 



rfueS^-. 



dx • 

e) É utile sapere che l'integrazione di qualunque equazione lineare incom^ 
pietà del secondo ordine si può ridurre a quella di un'equazione di Ri coati , se- 
guita da una quadratura. Infatti la sostituzione y=ie^* ^ trasforma 

y"+y'9-f"y4'=o in y4'^'+'*?+4'==^ • 

Ck)sì le proprietà dell'equazione lineare spiegano quelle dell'equazione di Ricca- 
ti, e viceversa. 

d) Con quattro quadrature- si deve poter integrare l'equazione del terzo 
ordine (14), quando si conoscono due funzioni u e v, soddisfacenti alla (13). Ed 
effettivamente, posto y^zau-^-bv ^a =^ — rj?, fi' = w;8r,a=wt?' — vu\ si ha 

y'=au''\-bv , y'z=au' + bv" + az , y" = au" + bv" + az'{'2az ; 

l'equazione si trasforma in az -\'(2a'\- a(f)zz=zf^ e con due quadrature se ne 
deduce 

aeJ^.fdx 



.-Si 



poi, con altre due quadrature, si giunge all' integrale generale 

y = vfuzdx — ufvzdx . 



-ses- 
ie. Bquazlonl a ooefflolentl costanti. Quando i coefficienti delia 
funzione incognita e delle sue derÌTate nell'equazione completa (10) hanno 
valori costanti, è facile trovare n integrali particolari, linearmente indi- 
pendenti, dell* equazione incompleta (11), e per conseguenza, con n qua- 
drature, l'integrale generale dell'equazione completa. Si tenti infatti di sod- 
disfare con y = e^ alla (11); questa si muta in una condizione per k^ detta 
equazione caratteristica : 

h m km 

Se le radici k^,k^,... di (p(k) sono tutte distinte, gli n integrali e * ,e ' ,... 
sono linearmente indipendenti, perchè il loro wronskiano ò il prodotto dì 
c""^*per*) 

1=1 



1 


Al A*!-. 




1 


*, h\.. 


.Ar 


1 


^m *n • • 


.r 



Dunque l'integrale generale dell'equazione incompleta è 



(16) 



dove «(*««>••• sono eostanti arbitrarie. Si attribuisca invece alle a^ il si- 
gnificato di funzioni, le cui derivate, definite dal sistema 

',*.-.,».».« », V« ° , per v=0,l,2,...,n— 2 , 



— Jfc^O» 



/-(a?) , per v = n — 1 , 



siano a\==:e f(x)*9Xki). Il metodo di Lagrangia conduce ad asserire 
che l'integrale generale delV equazione completa è 

15. Quando l'equazione caratteristica ha radici multiple, il numero de- 
gli integrali particolari t^ è inferiore all'ordine dell'equazione, e la for- 
mola (16) cessa di rappresentare Tintegrale generale deirequazione incom- 
pleta. In tal caso si osservi che, se e^" ed e<»**^" sono due di questi integra- 
li , altrettanto si può dire (§ 10) della funzione 



^{a*h)a 



_tf«« ^—1 



e quindi anche, per h tendente a zero, di ze^. Dunque per ogni radice dop- 
pia a di 9 si conoscono, ora, due integrali particolari, cioè e^ ed xtf^. 



*) a AncMH algebrica » p. 14. 
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Del restò è facile convincersi, con una verifica diretta, che per y=:ze^ 
l'equazione (11) è soddisfatta, giacché il primo membro si riduce al prodotto 
di e^ per 9'(«)+^9(^)=0- Similmente, se a eradico doppia di 9, ed a+h 
è una radice che tende a confondersi con a, si può affermare che la funzione 

g<»^^^^— (1 + Aa7)g«^ _g"^-~ (1 +M 3U. 

(e conseguentemente, per h tendente a zero, anche xh^) è un integrale par- 
ticolare, sicché ogni radice tripla a di 9 fornisce ire integrali particola- 
ri: e"*, are**, a? V*. Cosi proseguendo si riconosce che, se l'equazione carat- 
teristica ammette le radici a , ^ , . . . degli ordini r , 5 , . . . rispettivamente, 
V integrale generale dell'equazione incompleta è 

dove le n costanti a^ , a^ , . . . ^ ft^ , &| , . . . sono arbitrarie. Diciamo, per finire, 
che, ordinariamente, le equazioni che si presentano sono a coefficienti reali; 
e, siccome conviene {^vere y sotto forma reale , si cerca di fare sparire gli 
immaginarii osservando che alla somma ae^^^^^^ + Je**"*^^*, cui dà luogo 
ogni coppia otàzi^ di radici conj agate, si può dar la forma reale 

(Acospa7 + Bsenpa?)ff** , " 

prendendo reali le nuove costanti arbitrarie A = a + 6,B = i(a — b). 

16. Esercizii: a) Integrare y"-}-y=/*(ac). Qui A* 4- 1=0 ^ Tequazione ca- 
ratteristica, e però due integrali particolari deirequazione incompleta sono e , e'^, 
ai quali, come si ò detto, si possono sostituire sena* e coso?. Dunque l'integrale 
generale di j/"-J-y=0 è !/=rasena? + ècosa?. Facendo variare le costanti si ot- 
tengono le equazioni 

a'8ena7 + ycosa7=0 , a'cosa? — b'Benos=^f(x) , 

dalle quali si deduce a =/*(«?) coso?, y = — /'(a?)8ena?; poi 

y = sen 0? Sf{u)) cos ocdx — cos x Sf{^) sen oc dx . 

b) Integrare y'" = /*(«?). L'equazione caratteristica ammette come ra- 
dice tripla, e però l'integrale generale di i/'"=0 è, come si poteva prevedere, 
y'=:a-\-bX'\'Cx*. La variazione delle costanti fornisce il eistenoa 

a' + ya; + ca?* = , 6'+2c'^ = , 2c'z=zf{x) , 

da cui si ricava a =V«^'V(^)»^ == — ^/*(^)>^' = V«/'(^)- Dunque l'integrale 
generale di y"'=/*(a;) è 

y = 'lJx^r(x)dx - xSxr(co)dx + \\x*Snco)dx • 

Questo è, del resto, un risultato quasi evidente, perchè, se si pone successivamente 

Snx)dx^f,(x) , Sfi{^)dx = UÌix) , SU{^)dx = ax) , 

47 
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si ottiene, integrando per parti, 

Socna.)dx = xr,{x)^fJix) , /./;V(a)rfu; = a'Y,(a?)-2a-/;(a-)+2AW. 

e Tespressione trovata per V integrale generale diventa yz=ifj^x), 

e) Integrare y'^ + 2y'-f2y"-f 2y' + y = /'(a;). Le radici deirequazione 
caratteristica sono — 1, — 1,»,— i". Dunque l'integrale generale deireqaazione 
incompleta è 

y = (a + òa?)e"**-|-asen.r-{-pcos,/* . 

Col metodo diLagrangiasi calcola poi 1* integrale generale deireqaazione com- 
pleta : 

y = 'lt(^ + o;)e-'Sey(x)dx - 'Ue"Sxey(u)da; 

— Vi 9eììocff(x)Benxdj: — ^l^(ios.rff(x)cosxdx . 

Data f(jOB)^ ed eseguite le quattro quadrature indicate, si riesce a porre p sotto la 
forma (15), ossia a portare in evidenza un integrale particolare y^y che si può ri- 
durre alla più semplice espressione togliendone tutte le parti soddisfacenti alFe- 
quazione incompleta. Cosi, per esempio, per /\x) = €~" si ottiene y ^z=.^ j ^x^ e^ . 
d) Integrare y=xy' -^x-y" . Se tentiamo di soddisfare a questa equazione 
con yzzzx"^, troviamo che si deve avere l = n + w(n— 1), cioè « = dzl. Dun- 

que r integrale generale è 2/=aa?-| . Se poi l'equazione da integrare è 

X 

y=xy+xY+f{x) , 
il metodo di Lagrangia dà 



y=fy}(^)rf^+^y}(^)rf^ . 



e) Per integrare y + a?y'+a?y =a? si ponga, come precedentemente, 
y^=zx^ neirequazione incompleta. Si ottiene n-=^±iy e poiché 

0) z=:e =co8loga7±2senloga? , 

si vede che senlogo; e coslogo? sono due integrali particolari. Siccome poi un in- 
tegrale particolare dell'equazione completa si scorge immediatamente, ed è \/,^, 
si può subito affermare che V integrale generale dell'equazione proposta è 

y = *l^x-\'asen\ogX'\'ÒGOs\ogx . 

fj In modo analogo si può integrare x^y" — {2n — l)xy'-|-n'y=0. Po- 
nendo y = x^ si riconosce che vi è un sol valore possibile per m, cioè m=«; 
ma la conoscenza dell' integrale particolare a;" è sufficiente (§ 13, ò) per trova- 
re i' integrale generale. Posto yrzzx^z^ l'equazione diventa z'X'\-z=ù^ e dà 
zr=za^h\ogx. Dunque y=a;''(a + ^loga?). A questo risultato si giunge anche 
mediante un cambiamento di variabile indipendente: x=ze\ Siccome 

l'equazione diventa 
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Questa ha i coefficienti costanti, e la sua equazione caratteristica ammette n come 
radice doppia. Dunque il suo integrale generale ha la forma (a-\-òi)e^\ e però 
r integrale generale dell'equazione proposta è y=ra7**(a-{-61oga?). 

g) Similmente, per integrare (1— a?')y"— a:y'-fy=0> sì ponga aj=cos^ 
dimodoché 

'— 1 ^y /' cos^dy 1 d*y 

^ ~~'^ sentdi ' ^ "^ ~" sen^7 57 "^ sen«7 dT»" ' 

cPy 
L'equazione si trasforma in -j-j-f t/ = 0, e però ammette gli integrali partico- 
lari cos^=a?,sen^=J/l— a?*. Dunque T integrale generale è y=^ia7+^Kl— a;*- 
hj Le sostituzioni d'una variabile indipendente ad un'altra non sono sempre 
fatte a caso. Esse vengono spesso determinate dal proposito di ottenere una data 
semplificazione nell'equazione che si considera. Così, nell'equazione 

trasformata in 

djj t" X 

si può fare sparire il termine in --- prendendo — + ■ = , cioè 

dt t \-^ X 

= log(a?4-t/l + ^*}- Mediante questa so- 
[/l + 5c' 

d}y 
stituzione l'equazione proposta diventa -— =nV> «d ha par integrale generala 

ae*** + ^^"'**' Quindi, osservando che e'=a?4- V^ +a;^,e~* = — a?-}- ^^l+^^i si 
vede che T integrale generale cercato è 

i) Per integrare l'equazione y = ^l^ì/'-{-xy'\ considerata da Legendre, 
si prenda come variabile indipendente .'v = ^^ , e si osservi che 

^ 2idt ♦ ^ -" 4t^di '^it^ di'' ' 

d*y 
L^eqaazione diventa — = 4y , e però il suo integrale generale è 

y=:ae -{-be 
Lepaige ha trovato che, più generalmente, l'equazione y=my'+a?y" è integra- 

fador 

bile per infiniti valori di m. Si può infatti (§ 13, e) ridurla, ponendo y = e , 
ad un'equazione di Ri coati: x{z-{- z^)-\'mz:=z\. Se si pone z=wt?, e. si deter- 
mina V in modo che sia xv-\'mvz=0 (ciò si ottiene prendendo r = 2?""*), si trova 
che u deve soddisfare all' equazione a;r(w'-|-t?w*)=:I, cioè w -}-M*a7~'" = a?"*""*. 
Posto ap=^'*, l'ultima equazione si trasforma in 
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poi (supponendo m^l e prendendo ji = r ^j 



da . w* r 

in -r + z =^\ 1 con 

1— 2wt il 1 _ yrt A » V 11 

fi = — -; , e consegaenteniente r — -— = m— -—. Dunque (§6, A) lequa- 

1 — m 2n + 4 d 

zione proposta è integrabile per 

j) Tentiamo T integrazione dell'equazione non lineare 

y"+3y' + 2(y-y») = , 

seguendo la via indicata da Mansion. Se si pone i/''{'^=:z, requazione di- 
venta Z'{'2zz=z2y*, Il metodo della variazione delle costanti conduce ancora 
a porre y=we"* , ;ff = re"**, e le funzioni u e v debbono soddisfare alle con- 
dizioni u :=re'^,t?'=:2M'e"*'. Eliminando x si ottiene vdv = 2u^du. Dunque 
v^ = u*—a^. Poi, sostituendo v in v=2u^e'^ ed integrando, 



_ r du 



Nel secondo membro comparisce un integrale ellittico. Se sapessimo esprioiere u 
in funzione di x , avremmo anche Tespressione dell* integrale generale ue"^. Ad 
ogni modo possiamo sempre ottenere infiniti integrali particolari supponendo 0=0, 

nella quale ipotesi si ha 

1 ±1 

u 1 — ce 

k) L*uso delle serie è assai utile per V integrazione di certe equazioni dif- 

4 
ferenziali. Per esempio l'equazione y*'-\ y'-|-nV = 0, che si presenta in Mec- 

canicai si può integrare ricorrendo alla serie 
/;(^) = l-2(vin)"^2.4,(v + l)(v + 3)~2.4.6.(v + l)(v4-3)(v + 5)"^'*'' 

V 

Infatti, se si osserva che /^"(fl?)-! /*'»(^) + /'»(«^)=0, e se si pone, neirequa- 

zione proposta, i/=za^f^{nx)j si trova 

^(-)+a^V;(»»)+(i +!'.^+-fi)r.(.:.)=o . 

Questa non può coincidere con la relazione ottenuta precedentemente se non è 
p.(|i + 3)=0,v = 2p,-f-4. Dunque dev'essere p,= 0,v = 4, o fji= — 3, vr= — 2, 
e però l'integrale generale cercato è i/ ^^ af^(nx) -{- òx"^ f_^{nx). Del resto le 
funzioni /*_, ed f^ si possono esprimere molto semplicemente in forma finita. Per 

v4- 1 
questo si osservi che f^^^{x)=^ /*'v(^)« Intanto si vede che 

X 
fn (x) =1 1 . . • =r COS X . 

/aV*^V 1.2^1.2.3.4 
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Ne segue ^» 

*"• 
poi 

^, . 1 -, . sena? ^ . . 3 ^., ^ Ssena? Scosa? 

/;(a?)= fXx) = , /;(a?) = f'{^) = . i— • 

X ^ X ' '*v / a? * a?* a?* 

Finalmente possianao scrivere T integrale generale sotto la forma segaente: 

y = — 5 (sen nx — nx cos nx) -| — = (cos nx -4- narsen nx) . 
a? a? 

y Importante è la serie ipergeomeirica *) 

che soddisfa, come facilmente si verifica, airequazione differenziale (di Gauss) 

Se si cerca di soddisfare a questa equazione più generalmente con 

si trova che si deve avere, o ji=0,a =a, p'= p ,y ==T» o pure |i=l — Y, 
a'=r3l-j-a — Y»P' = 1 +P — T iT =2 — Y* Dunque l'integrale generale è 

y = a/'(a,P,Y,a?)+6a?*-V/-(l + a-Y»l + P-Y.2-Y,^) • 

É utile sapere che la serie ipergeometrica racchiude come casi particolari gli svi- 
luppi di varie importanti funzioni. Così, per p=Y» o a=Y=l» ^ a = p = l 

e Y^=2, si trovano le funzioni (1 — a?)"'*,e^, -log(l — a?). Si osservi, per 

a? 
finire, che i due integrali particolari precedentemente ottenuti si confondono in 
uno quando y^=l; ma è noto che quest'unico integrale è sufficiente per la cono- 
scenza dell'integrale generale. Così, per esempio, per p==l l'equazione diventa 

(a? — a;*)y"4-(l — (2-f a)a7)y =ay , 

ed ammette l' integrale particolare (1 — a^)~^; poi un calcolo facile (§ 13, ò) mo- 
stra che il suo integrale generale è 

1— a? (l-a?)« . (1 — a?)« , \ 






3 + a • / 

3EDCXVLCI.Z10ZU. ±1^CL -^XtL '%rCLlF±WkJ^±X±. 

17. Bquazioni ai differenziali totali. Invece di udx -f vdy =^ 
supponiamo data Tequazione 

udx-\-vdì/'\'U>dz=.Ò , (17) 

in cui u^v.to sono funzioni note di x^y^e. Evidentemente, se si considera 



*) Vedi No V i « Algebra superiore » p. 286, o il « Cours d'Anaìyse » di Jordan , 1. 1, p. 154. 
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una delle tre variabili, per esempio s^ come funzione delle altre due (indi- 
pendenti) , la (17) si scinde in 

^=-.iÌ ^ = -JL (18) 

d'onde è facile dedurre che U funzioni u,v,w non possono essere date ad 
arbitrio. Infatti , essendo 

D^z "ò u V "ò u ìi^z "à V u "à V 

dxìHy dy io to'òz IO ' 3y9.7; ì^x to io dz to * 

cioè 

ix'òj/ w 3y lo^'dy to^dz w^ "dz ' 



"01/ "àx to òr to' "òx to' Sj w' "òz ' 

si vede, eguagliando (IX, 29) fra loro queste espressioni, che si deve avere 

È questa una condizione necessaria per resistenza d' una relazione fra le 
variabili x,y,0y ì cui differenziali totali siano vincolati dalla (17). Per di- 
mostrare che la condizione stessa è anche sufficiente, vogliamo far vedere 
che, supponendola soddisfatta, è possibile Tintegrazione della (17), o del 
sistema equivalente formato dalle (18). La seconda equazione del sistema 
si può considerare come un'equazione differenziale ordinaria, del primo or- 
dine, fra le variabili y e z, e però, designando con 9(x) una funzione ar- 
bitraria , il suo integrale generale ha la forma 

/•(a7,y,^) = (p(a7) , (20) 

giacché in questa integrazione x si deve trattare come una costante, da cui 
pur dipendono v e w. Intanto si noti che, se si deriva la (20) mantenendo 
costante x, si deve ricadere suU* equazione differenziale da cui si è partiti, 
e però si ha 

òr òf 

:^:v = ^:to = ii , 

oy OS 

dove pi è una conveniente funzione di x^y^z. Ciò premesso, se si vuole che 
sia soddisfatta anche la prima delle (18), bisogna determinare 9 in modo 
che, derivando la (20) neir ipotesi di y costante, si abbia 

per la qual cosa occorre (e basta) che :r ^u sia funzione della sola x. 

Tutto si riduce dunque a far vedere che, se la condizione (19) è soddisfatta, 
è nulla la derivata di r ym rispetto ad y , presa considerando z come 



_■ j 
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una funzione di « e di y, definita dall'equazione (20).. In attri termini 

Intanto si ha 

quindi rultima condizione, se vi si aggiunge il termine 

òp.tc api» _ ò V ay __ 

moltiplicato per u, diventa 

si riduce poi facilmente alla condizione ,(19), perchè il primo membro è 
uguale al primo membro di (19), moltiplicato per |a, più 

Soddisfatta la condizione (19) , si può aifermare che la relazione (20) , in 
cui si pone per (f(z) T espressione che si deduce dalla (21) mediante una 
quadratura, è T integrale dell* equazione (17). Osserviamo , per finire , che , 
quando la (.17) è integrabile, il primo membro, moltiplicato per una conver 
niente funzione di x,y,z^ è un diii'erenziale esatto (c/r. IX, 30), perchè, se 
alla (20) si dà la forma ^(x^y^js)^ costante (facendo passare tutto in un 
membro) , si ha 

s* D/' „ , a* a/' a* a/* 

_^__.^(,)^^^ ' iy'=Vy=^' * aF=al='^"'* 

e però ii{udx + vdy+wcb)=d^. Geometricamente la questione da noi trat- 
tata equivale a fissare a priori una tripla infinità di piani , ed a costruire 
una famiglia di superficie, tangenti ai piani stessi in punti prestabiliti. Dalle 
considerazioni precedenti risulta che il problema è generalmente impossibile. 

18. equazioni ordinarie simtiltaiiee. Ora si domandi quali re- 
lazioni debbono intercedere fra tre variabili x.y^z^ affinchè i loro differen- 
ziali siano proporzionali a funzioni note di x,y,is: 

^=:^ = ^. . (22) 

U V IO 

Geometricamente ciò equivale a fissare a priori le tangenti, in tutti i punti 
dello spazio, a curve incognite, ed è facile intuire (cfr. § 2) che tali curve 
sono in numero doppiamente infinito , sicché le loro equazioni, costituenti il 
sistemi^ integrale delle (22) , debbono avere la forma 

P(a;,y,^,«,ft) = , G(x,y,z,a,b) = , (23) 



— 87G — 

con a e b costanti arbitrarie. Ed effettivamente le (22) altro non sodo che 
due equazioni differenziali ordinarie y del primo ordine, che in forma più 
generale si possono scrivere cosi: 

/"(^,y»^,y',O = , g(x,t/,z,i/\z')=iO . (24) 

Da queste equazioni ricaviamo ^ = 9(a:,y,y') e e' = ^(x,if,y'). Eguagliando 
la seconda espressione alla derivata della prima si ottiene una relazione fra 
x,y,y\y\'Cìoò un'equazione differenziale del secondo ordine fra due sole va- 
riabili, a; ed y; ed integrando questa equazione si giunge ad avere y espresso 
in funzione di a: e di due costanti arbitrarie, a e b; quindi, sostituendo y 
in ^=9(a?,y,y'), si riesce ad esprimere anche sf in funzione di x.a^b. Così 
le (24) , le (22) , sono integrate. Bisogna poi notare che alle (24) , rica- 
vandone y=dy:dx e 0'=:dz:dx, si può sempre dare la forma (22). Simil- 
mente, se fra quattro variabili x,y,£f,t, sono date tre equazioni differenziali 
ordinarie,. del primo ordine, immaginiamo che se ne ricavino le derivate di 
a?,y,£r rispetto a t^ e siano a?'=w,y =t;,j0f'=:ie;, con u.v^w funzioni noie 
di x,y^z,t Dalla prima (a?'=«*) si ricavi y^=fp{t,x,0,x) per sostituirlo 
nelle altre due, le quali in (al modo prendono la forma 

f(tiXiZ,x',z\cc")=20 , ff(t,iJCyZ^Co\z')=zO . 

Da queste si ricavino z = ^(i,x,x\x') e e' = x{i,x,x\x'), e si uguaglila 
seconda espressione alla derivata della prima. La relazione che in tal modo 
si ottiene fra t^x^x\x'\x"* è un'equazione differenziale del terzo ordine, la 
cui integrazione conduce ad esprimere x in funzione di ^ e di tre costanti 
arbitrarie. Sostituendo x in z=i'^{t,x,x\x"), poi a: e £? in y==<p(t,x,z,x), 
si ottengono analoghe espressioni per y e z. In generale, dato un sistema 
di n equazioni differenziali ordinarie, del primo ordine, fra n-\-l variabili 

du; dx^ dx^ dx^ 

si può ridurne T integrazione, mediante successive eliminazioni di n — 1 va- 
riabili, all'integrazione d'una sola equazione differenziale, dell'ordine n, 
fra due variabili , ed ottenerne cosi il sistema integrale sotto la forma di n 
equazioni simultanee 

F^(a7,a?^,a7,,...,a7„,tì',,a,,...,aJ = , (i= 1 ,2,3,...,«) 

con n costanti arbitrarie.' Grazie alla presenza di queste costanti un siste- 
ma di n funzioni, obbligate a prendere valori prescritti per un dato valore 
della variabile indipendente, si può considerare come definito da n equazioni 
differenziali simultanee del primo ordine. 

19. equazioni alle derivate parziali. La più semplice equazione 
alle derivate parziali (§ 1) è quella che vincola le derivate parziali p e q 
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d'una funzione incognita a di « ed y alla funzione stessa ed alle variabili 
indipendenti. Noi vogliamo qui occuparci più particolarmente di quelle equa- 
zioni che contengono linearmente p e ;, e che per tale ragione diconsi li- 
neari. £sse hanno la forma 

up-{-vq=:io , (25) 

con u^v^w funzioni note di x.y^s. Domandare quali son tutte le funzioni 
z soddisfacenti ad una simile relazione equivale geometricamente a doman- 
dare quali superficie sono in ciascun punto (x.tfya) toccate da una retta 
condotta per questo punto nella direzione (u,v^w)^ giacché la (25) si può 
considerare appunto come la condizione di ortogonalità fra la direzione nota 
(UyV,w) e quella (j),9,~l) della normale ad una delle superfìcie da co- 
struire. È ovvio che ognuiia di queste superficie è il luogo d'una infinità di 
linee, scelte nella doppia infinità (23), e l'insieme di tutte le possibili su- 
perficie si potrà, per conseguenza, rappresentare vincolando arbitrariamente 
tra loro le costanti nelle equazioni (23), sicché l'equazione di qualunque su- 
perficie, soddisfacente alla (25), si potrà ottenere eliminando a e b frale 
(23) ed una relazione arbitraria a)(a,ò) = 0. Questa previsione sarà presto 
confermata dal calcolo. Sia f{Xyy,z) = una qualsiasi relazione, atta a de- 
finire a in funzione di j; ed y, in guisa da soddisfare alla (25). Sostituendo 

__ì^f M V.V 

nella (25), questa diventa 



^"" lix-òz ' ^"^ ly'"òz 



equazione lineare ed omogenea, che si può subito integrare appena sia noto 
il sistema integrale delle (22). Supponiamo infatti risolute le (23) rispetto 
alle costanti arbitrarie: 

9(^iì/,'?) = « , ^(^yy,x) = b . (27) 

Qui notiamo che le funzioni 90^ sono tra loro indipendenti, perchè, se 
ciò non fosse, fissato per a un valore, non sarebbe più arbitrario il valore 
di b. Orbene la (26) ò soddisfatta tanto per /'=9, quanto per f=^j giac- 
ché la differenziazione delle (27), e la sostituzione di u,VjW alle quantità 
proporzionali dx,dy,dz, ci dà 

Ciò premesso, qualunque sia la funzione f soddisfacente alla (26), per la 
compatibilità di questa equazione con le (28) si richiede che sia 

3(0?, y,s) 
e per conseguenza (V, 30) che tra fy^^'i/ interceda una relazione. Questa 

48 
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involge necessariameDte /", altrimenti vi sarebbe un legame tra f e 4^. Dun- 
que /'=:co(9,^). Quanto ad o), esso è il simbolo d*una funzione arbUraria, 
perchè, comunque si prenda a> , si ha 

'òr ()<ii)99 ()ci)()^ 3/*^&ci)()9 D&)()4' 3/*_3<ii)39 (koc)4' ^ 

òvC 39<)^ 34'Sa7 ' 'àì/^ò(fl>i/ ò^'ò^ ' <);x *^ d(p 3-ff 3^^ 3^ ' 

quindi 

e la (26) è soddisfatta. Ed ora si vede che per soddisfare alla (25) basta 
porre a)(9,^) = 0. Più generalmente, l'integrazione dell'equazione lineare 
ad n variabili indipendenti 

^'^^ , òx , , òx ,^^^ 

si riduce subito all'integrazione deirequazione lineare ed omogeìtea ad n-\-l 
variabili indipendenti 

e per integrar questa basta integrare il sistema di n equazioni ordinarie 
dx dx^ dx^ dx^ 

scrivendone il sistema integrale sotto la forma 

^i{x^x^,x^y...^x^^=icostante , (i = l,2,3....,n) . 

Si soddisfa alla (80) nel modo più generale con /== a>(9^ » 9a • • • • » 9^)» ed alla 
(29) ponendo w(9j,9,,...,9j = 0, dove o) è simbolo di funzione arbitraria. 

20. È utile sapere che la conoscenza d'un integrale particolare / = 9 
dell'equazione (26) permette di semplificare l'integrazione riducendo da 
tre a due il numero delle variabili indipendenti. Poiché 9 contiene almeno 
una delle tre variabili, si può sempre supporre che 9 dipende da Sy cam- 
biando, se occorre, i nomi delle variabili; e per conseguenza si può sostituire 
9 a /r come variabile indipendente. Ora , se si distinguono mediante paren- 
tesi le derivate parziali, prese rispetto al nuovo sistema x,y ,(p di varia- 
bili, si ha 

e cosi l'equazione (26) si trasforma in ul^- j + «'(=r-)=0. Il problema si tro- 
va in tal modo ridotto all'integrazione di un'equazione differenziale ordina- 
ria del primo ordine fra due variabili, !/' = x(^«y»9)f ^^^^^ quale basterà 
determinare un integrale particolare per giungere alla conoscenza d'un altro 
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integrale ^ della (26). Più geaeralmente, la conoscenza di v integrali par- 
ticolari, indipendenti, dell* equazione (30), ossia di v funzioni 9i)9t»-** 
soddisfacenti alla (30), e tali che nessuna di esse sia funzione delle altre, 
permette di trasformare la (30) in un'equazione analoga con n — v-^1 va- 
riabili indipendenti, alla quale si giunge assumendo come yariabili <Pi)9|i.-,f9 
al posto di V variabili x\ 

21. Per integrare, secondo Lagrangia, un'equazione qualunque alle 
derivate parziali prime, con due variabili indipendenti, 

/*(^,y,'J,P,g) = , (31) 

si cerchi di ottenere un'altra relazione ^(a?,y,j0f,p,g) = O, per potere, ag- 
gregandola alla (31), dedurne p e ^ in funzione di x,y,e^ ed in seguito 
determinare z mercè l'integrazione (§17) dell'equazione ai differenziali to- 
tali d^=pdx + qcly. La derivazione parziale (rispetto ad x.y^à) delle equa- 
zioni f=Q e 5f=0 dà 

0.3? òplix 'òq'òx ' Dy t)pDy ^q'ày ' hz'^ì^pT^z^'òq'òz 

<)n ()ar 

Se da questo sistema, eliminandone y~. ^ ^ « si deducono le altre quattro 
derivate parziali di p e $, per sostituirle nella relazione • 

Sp òp_a^ c)^ 

Ty'^^Vz-Vx'^^Tz' 

necessaria e sufficiente per l'integrabilità di dz=:pdX'\-qdy , si trova Te- 
quazione lineare ed omogenea alle derivate parziali prime, con cinque va- 
riabili indipendenti , 

che si sa (§ 19) integrare mediante quattro equazioni differenziali simulta- 
nee del primo ordine. Del resto, secondo un'importante osservazione di 
Charpit, che verrà giustificata fra breve, basta determinare un solo inte- 
grale g della (32), con una costante arbitraria, per potere poi, integrando 
dj3=pdx + qdy^ arrivare alla conoscenza della più generale funzione £r = 
F(:r,y,a,&) soddisfacente alla (31), purché si convenga di considerare a 
e ò, sia come costanti arbitrarie, sia come variabili soggette a certe con- 
dizioni. Suppongasi, per maggior chiarezza, che la (31) sia stata messa sotto 
la forma a = ^(x,y,p,q); sia a=-Q(x,y) una funzione qualunque soddis- 
facente a questa equazione, sicché, identicamente, G==*(ic,y,-Y"»^)* 
D'altra parte si determinino a e b mediante le equazioni 
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Se si riflette che l'equazione proposta dev* essere soddisfatta indipendente- 
mente da a e 6 quando per e vi si pone F(;>;,y,a,&), si vede subito che 

Adunque Tespressione F(x,y, a, &) chiude in sé tutte le possibili funzioni z 
soddisfacenti all'equazione proposta, e per questa ragione si chiama 1*1»- 
tegrale completo deirequazione stessa. Intanto la derivazione parziale 
deiridentità F=:G, se si tien conto delle (33), mostra che si deve avere 

Queste relazioni, identicamente vere per a e 6 costanti, sono soddisfatte 
anche quando a e & sono convenienti funzioni di :2; e di ^, indipendenti o 

arbitrariamente vincolate fra loro. Nel primo caso il determinante ^, — '- — 

ÒF DF , o{x^y) 

è diverso da zero, e però si deve avere — = , ^ = 0, d'onde si ricavano 

per a e & due distinte funzioni, la cui sostituzione in i^=F(2;,y,a,&) con- 
duce alla conoscenza d'un particolare integrale jer = 9(^;»y), detto inte- 
grale singolare. Nella seconda ipotesi , posto 6 = a)(a), le (34) si ridu- 

SF dF 
cono all'unica condizione -r — [- — a)'(fl) = , e da queste due uguaglianze 

si ricavano per a q h due espressioni, includenti un simbolo di funzione ar- 
bitraria; sostituendole in jer = F(a;,y,a,&) si trova ciò che si suol chiamare 
V integrale generale dell'equazione proposta. 



XIII. LE VARIAZIONI. 



1. Definita una funzione y della variabile x, immaginiamone un^altra 
tale che, per ciascun valore dì x, il corrispondente valore della nuova fun- 
zione differisca infinitamente poco da quello di y. Si suole designare con 
2^ + ^^ la nuova funzione, e la quantità infinitesima ^y si chiama la va- 
riazione di y. Essa è una quantità completamente arbitraria, sia che si 
consideri un dato valore di x, sia che si passi da un valore di x ad un al- 
tro. È facile convincersi che il segno di variazione ^. obbedisce alle medesi* 
me leggi del segno di differenziazione d, È infatti quasi evidente che 

^(t* + ^) = ^w + ^«' » ^uv=zu^v-^v^u ; ecc. 

Inoltre, in virtù della definizione stessa, 

My = d{y'\^y)^dy=dny , ^Sv^^—SiV -\-^y)^—Sydx=S^yda: . 
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Ancora^ se j^ è fanzione delle funzioni t<,t;,tr,. . . , si ha 

Finalmente (e questo ha grande importanza) se si tratta di rendere minima 
o massima^ sotto certe condizioni, la precedente funzione, è condieione nec- 
cessaria che la sua variazione sia nulla. Si può andare oltre nell'estendere 
alle variazioni le proprietà dei differenziali ; ma qui siamo obbligati a li- 
mitarci. 

2. In varie questioni di Geometria e di Meccanica si è condotti a cer- 
care una tal funzione y ài x^ che T integrale 



'G = jf{x,y,y\y'\...)dji 



prenda il minimo o il massimo valore di cui è suscettibile. La condizione che 
dev'essere soddisfatta è $(!= 1 df.dx:=0. Anzitutto si osservi che, se si at- 

tribuisce alla funzione incognita y la variazione infinitesima arbitraria ^y, 
si ha 

Poi si noti che 

Similmente, cambiando y in y\ 

J ìiy " W Jdxòy" " Hif ^ dx ìiy" ^^Jda:*lìy" ^ ' 

poi , cambiando ancora y in y\ 

ecc. Per conseguenza, se si pone 



"òy dx "òy dx^ òy" dx^ dy" 

j^l^^ — ^A- — — - \^ 
\ Dy dx "òy" dx* 'dy'" "J ^ 

+ 
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si ha $n=/<fr$y(2a?-f-a; poi, limitando Tintegraziond all'interYallo (jP|,«f)* 
e mettendo T indice o T indice 1 alle quantità calcolate per x=x^ o per 
a;=rP|, rispettivamente, 

&U=/*5ydr + a4 — (To . 

Ora, per Tarbitrarietà di 9y, Teguaglianza 917=0 si scinde in ^ = Q (equa- 
aione indefinita) , che dev^essere verificata per tutti i valori di z , compresi 
fra x^ ed x^; ed in a^ — a^r^O (equagione ai limiti). La questione è dun- 
que ridotta all' integrazione deirequazione dìiferenzìale 4>=0, seguita dalla 
determinazione delle quantità arbitrarie, fatta in modo da verificare le con- 
dizioni ai limiti. 

3. Esempii: aj La più breve linea che va da un punto airaltro del piano si 
determina cercando di rendere minimo l'integrale U= / *^1 -{-y' rf.r , che rap- 

X 


presenta la lunghezza della curva incognita fra il punto (a:^,^^) ed il punto (^«,^1). 
Qui si ha 

L'equazione <fr=0 dà subito ì/*z=:a^i/ = ax'^b^ e le costanti a, 5 sono determi- 
nate dalle condizioni yQ = aiCQ-^ò,i/^=ax^-\-ò, Quanto all'equazione ai limiti, 
essa è soddisfatta identicamente, perchè, essendo obbligate le infinite funzioni y 
a prendere per co^=Wq il valore prescritto y,,, e per x=jì\ il valore y^, si ha sem- 

a 
pre 5^0 = 0, 5y4 = 0, e conseguentemente g| — g^ = (gy ^ — &y^) = . 

Vl + a' 
Se invece si fosse domandata la più breve linea fra le rette a:z=x^ ed a:=^a:^ , 

anche le variazioni ^l/^ e ^y^ sarebbero state arbitrarie, e la condizione a^=a| 
avrebbe dato a=:0, e conseguentemente y=ò, 

b) Cerchiamo la linea della più celere discesa^ cioè quella linea d*nn piano 
verticale che si deve far percorrere ad un punto materiale pesante, 
~ se si vuole che, partendo da una data posizione M^, arrivi nel più 
breve tempo possibile in un'altra posizione prestabilita M^ . Po- 
niamo Torigine in M^, e conduciamo verticalmente, in giù. Tasse 
delle y. Dagli elementi della Fisica è noto che, se ^ è il tempo 

impiegato a percorrere l'arco MoM = 5, sì ha j-=: J/^y, rappresentando con 
g una certa costante. La quantità da rendere minima è 

J v^ vr,J V j 



dimodoché, a prescindere da un fattore costante, qui si ha 




^yi 



y oy dx Oy dy 
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Siccome f è fonzione di y e di y' soltanto, si ha, tenendo presente l'equazione 
indefinita, 

dx 
Dunque f — i/' ■:^, z= costante , cioè, rappresentando con l:|/2a la costante, 

3/(14-y'*)=2a. Ne segue da?:l/y = rfy :J/2a — y, ed è inutile andare oltre, per- 
chè si sa (XT;7,c) che questa equazione caratterizza la cicloide. Questa curva 
ha una cuspide nel punto di partenza M^ , e la base orizzontale. Le due costanti, 
cioè a e la costante introdotta dall' integrazione deirultima equazione, si deter- 
minano esprimendo che la curva passa per M^^ ed M|. Anche qui Tequazione ai 
limiti è soddisfatta identicamente, perchè dy^:=0 ,^y^ = 0; ma se al punto mo- 
bile si prescrivesse soltanto di arrivare, nel più breve tempo possibile, sulla ver- 
ticale x = x^t si avrebbe ancora ^y^^^t ™^ ^^i sarebbe arbitraria, e l'equa- 
zione ai limiti ^tA^v. =0 darebbe -—-=0, cioè y', = 0, vale a dire che il 

oy oy 

punto dovrebbe arrivare orizzontalmente sulla verticale assegnata. In questo caso 

la costante a è determinata dalla condizione che si debba avere, non y^y^ , si 
bene y =0 per xznx^ . 

4. Se anche x^ ed x^ potessero variare, cioè se i punti M, ed M^ , invece 
di rimanere fissi o di essere obbligati a non lasciare le rette x^^Xq ed rr==^|, 
fossero più generalmente liberi di spostarsi lungo le linee y=i^{x) ed 
y = f^(x), alla variazione di U già ottenuta verrebbe ad aggiungersi anche 
quella dovuta al variare dei limiti, cioè 

I fdx— I fdx=z I fdx--- 1 fdx = r^dx^—ffixQ . 



vH 



Dunque 



5U=: r^^ydx+{a + fdx)l , 



Intanto, ai limiti, le ^x dipendono dalle $y, perchè, se il punto (x,y) è ob- 
bligato soltanto a non lasciare la curva ^ = x(^)» sì ha, dopo la variazione, 
che la nuova ordinata è y + ^y^ aumentata della variazione dovuta al va- 
riare di Xt cioè ydx, e d'altra parte la medesima ordinata è rappresentata 
da x(^+5'^)» 08sia xW+xX^)^^- Ne segue ^y = ix(^)—'y')^x. Quindi 

5. Riprendiamo il problema della più rapida discesa , supponendo che i punti 
di partenza e di arrivo siano soltanto obbligati a trovarsi su certe due linee y = 
<p(x) ed yz=:t^(x). L'equazione indefinita è sempre la stessa, e però la trajettoria 
del punto mobile è sempre una cicloide. Ora, per formare Tequazione ai limiti, si 
noti che, essendo y(l +y' ) = 2a, si ha 



-384- 
e conseguentemente 

V2a y V2a 

Dunque 

(^+/"M:=(i+y;4''(^.))^-{i+y;9'('«,))-^, 

e però Tequazione ai limiti si scinde in 

i+y>'(-i-.)=o . i+y>'K)=o. 

Queste ci dicono che la cicloide deve incontrare ad angolo retto le due lìnee 
date. 

6. Passando al caso generale di più funzioni yt^,... di x, si abbia Tìd- 
tegrale 



I 
V= lf{pD,y,z,y\z\y'\z\ )dx 



da rendere minimo o massimo. Immaginando ripetuti i calcoli del § 2, e 
chiamando Ter le quantità <fr e a, relative alla funzione xr, si ottiene 






Se fra y e je^ non esiste alcun vincolo , si avranno due equazioni indefinite 
invece di una, cioè <fr = e T=0; ma se deve aver luogo una relazione 
£'(^)y9^) = 0> le variazioni di y e di ^gr non saranno indipendenti, perchè 
si avrà 

e per l'annullamento di ^U si richiede soltanto che sia 

<fr: — = T: — 

'òy òz 

per tutti i valori di x compresi fra x^ ed ^^ . 

7. Por esempio, data a cercare sulla superficie F(^*,y,j3):=0 la linea più 
breve fra quelle che congiuogono due punti, si tratta di rendere minimo Tinte- 
graie 



U=y VìJ^y'^J^z'^dx . 



«^0 

Qui 



zzs , Y=: 



y\+y +z ^i+y +^ 



— 385 — 
e però, chiamando s Tarco della linea incognita, ed osservando che 
y _dy z _dz 

Kl + y +^ ^l+y +z 

si vede (VII, 4) che <fr e T sono proporzionali ai coseni (i,v degli angoli che la 
normale principale alla detta linea fa con gli assi delle y e delle Zy mentre si 

sa (Vili, I) che ^^ e -^ sono proporzionali agli analoghi coseni M , N della 

normale alla superficie. Basterebbe assumere y come variabile d'integrazione per 
provare invece la proporzionalità di X,v ad L , N , e per conseguenza 

A = -*!^ = ^=:±l ; 

L M N 

sicché le linee più brevi sono tali che, in ogni punto, la normale principale coin- 
cide con la normale alla superficie. Esse sono dunque (Vili, 7) le linee geode^ 
tiche. 

8. Finalmente in certe quistioni si chiede che un integrale U diventi 
minimo o massimo, non per tutte le funzioni da cui dipende T integrando, ma 
solo per quelle che mantengono costante un altro integrale Y. Allora, im- 
maginando ripetute le considerazioni che si son fatte per la ricerca dei mi- 
nimi e dei massimi valori delle funzioni di più variabili vincolate, si viene 
alla conseguenza che bisogna porre uguale a zero, non la variazione di U, si 
bene quella di U + XV, essendo X una costante da determinare convenien- 
temente. 

9. Esempii: a) Fra le curve di data lunghezza, che congiungono il punto 
(-''O'2/o) ®^ punto (cb\^y^ , proponiamoci di trovarne una per la quale sia minima 
o massima Tarea chiusa fra la curva stessa. Tasse delle a? e le ordinate estreme. 
Qui si tratta di vedere quale funzione y, fra quelle che lasciano invariato il se- 
condo degli integrali 



fa prendere al primo un valore minimo o massimo. Posto f=y-\-\V\-Jf-y'*, si 
è visto (§ 3, b) che deve serbarsi costante 

Si chiami b la costante. Allora si ha, ricavando y' ed integrando, 



X' 






e finalmente (a? — • a)' + (y — ^)* = X* . Le costanti a,h,X si determinano me- 
diante le condizioni che la curva contenga i punti dati, e che Y prenda il valore 
costante prestabilito. 
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b) Cerchiamo ancora fra Ì6 curve di lunghezza data, che vanno da M« ad 
M|, una curva tale che il baricentro dell'arco M^M, sia il più lontano possibile 
da una data retta. Prendendo questa come asse delle a;, si deve (XI, 8) render 
massimo il primo degli integrali 

con una funzione y scelta fra quelle che fanno prendere al secondo integrale un 

dato valore costante. La funzione f da considerare è /*=(y + X)r l+y'*f e si 
ha 



L'integrazione di ^/'{-XjiVl+y'^^ costante conduce all'equazione d'una ca- 
tenaria. 



NOTE 



* * 



Sul concetto di limite. 

Se un insieme è costituiio da numeri a^,a^,a^,.,,^ tendenti ad un limite fi- 
nito Z, è chiaro che questo limite è caratterizzato dalla seguente proprietà: in^ 
torno ad l cadono infiniti numeri delV insieme. Da ciò viene spontanea Tidea di 
chiamar limite^ nel caso generale, ogni numero che ha la detta proprietà, di- 
modoché le successioni di numeri tendenti ad un lìmite ci si presentano come par- 
ticolarissime, in quanto ciascuna ammette un limite solo. Ora la proposizione di- 
mostrata nel § 8 del primo capitolo si può enunciare cosi: ogni insieme finito, co^ 
stituito da infiniti numeri, ammette almeno un limite. Da questa, poi, segue im- 
mediatamente la proposizione del § 15, che si può del resto sopprimere, come più 
oltre si vedrà. Un insieme può avere infiniti limiti, anzi può accadere che tutti i 
suoi numeri, ed altri ancora, siano numeri limiti, come se ne ha un esempio sem- 
plicissimo nel!' insieme dei numeri razionali, giacché infiniti di questi cadono 
sempre intorno a qualunque numero, razionale o irrazionale. I limiti d'un in- 
sieme, racchiuso nel minimo intervallo (X,[jl), costituiscono un insieme finito, e 
per conseguenza ammettono un limite inferiore X^^X ed un limite superiore 
|Xo^|&. Questi numeri sono anche limiti dell'insieme dato. Per X^ ciò é ovvio se 
si riesce a prendere x tanto vicino a X^, che in (Xq,x)j escluso l'estremo infe- 
riore, non cada alcun limite. Se ciò non é possibile, vuol dire che, per quanto x 
8Ì accosti a X^, neir interno di {Xq^x) cadono sempre limiti, e con essi infiniti 
numeri dell' insieme dato, donde segue che X, è un limite dell'insieme stesso. Al- 
trettanto dicasi di |jIq . Dunque ogni insieme finito, costituito da infiniti numeri, 
ammette sempre un limite minimo ed un limite massimo. Ed ora, dall'osservazione 
ovvia che neireguaglianza fra il minimo ed il massimo limite sta quanto occorre 
e basta per l'esistenza d'un limite unico, si deduce facilmente la nota condizione 
necessaria e sufiiciente perché i numeri a| , a, , ag, . . . tendano ad un limite finito. 

In certe questioni i numeri X^ e |ìq hanno maggiore importanza di X e pi. 
Essi non variano, come possono X e |Ji, quando nell'insieme dato si sopprimono 
uno o più numeri, perchè tali soppressioni non fanno sparire alcun limite. Se non 
è Xo=X, è chiaro che in (X, oc) non possono cadere , per x<CX^, infiniti numeri 
dell'insieme, mentre ciò accade certamente per x*^ X^. Un'osservazione analoga 
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BÌ può fare per (ji^. Dunque X^ e ]Ji^ sono, rispettivamente, il limite superiore ed 
il limite inferiore dei numeri x^ tali che in (XyX), o in (^,pL), non cadono in- 
finiti numeri dell'insieme che si considera. Ciò non toglie che fuori dell' inter- 
vallo (X^tfio), e propriamente alla sinistra di Xq o alla destra di ji^, possano 
cadere anche infiniti numeri dell* insieme stesso, giacché X^fper esempio, può 
non appartenere all'insieme dei numeri x^ dei quali è limite superiore. 

Per rendere più chiare le considerazioni precedenti, immaginiamo che nella 
successione indefinita a^, 0^,03,. .., supposta finita nei due sensi, si sopprimano 
i primi n termini. La successione residua fl„^4i^„^jiflfn*a»-**' amnaette sempre 
il limite inferiore X^>X^j ed il limite superiore |a„<|a„.4. I numeri X,X^,X,,..., 
non decrescenti, ed inferiori a fji, tendono, per n infinito, ad un limite X^^pi; 
ed i numeri (i,|A|)|JIs,.*m ^^^ crescenti, ma superiori a X, tendono ad un limite 
P'o^ ^' ^ P^^ facile constatare che questi due limiti sono appunto i numeri X^ e 
[i,Q, definiti precedentemente. Essi sono caratterizzati dalle seguenti proprietà: 
aj i numeri della successione finiscono per esser tutti superiori a qualun- 
que numero minore di Xq, ed inferiori a qualunque numero maggiore di p.^; 

b) per quanto si vada oltre nella successione non si finirà mai d'incontra- 
re termini minori e termini maggiori di qualunque numero compreso fra X^ e fi.^. 

In virtù della prima proprietà la sinistra del limite minimo e la destra del 
limite massimo sono come la sinistra e la destra del limite unico, quando questo 
esiste; e si può ben dire che i numeri della successione finiscono per oscillare in- 
torno ad un intervallo, che può eccezionalmente ridursi ad un sol numero ; ma 
se un tal numero, limite unico, non esiste, è impossibile trovare, corrisponden- 
temente ad ogni numero positivo e, un numero v» tale che per n ed n" mag- 
giori di V, sia sempre j a„, — a„«| <e, perchè, in virtù della seconda proprietà, 
se e<J*0 — X-,, esistono valori arbitrariamente grandi di n ed «", tali che 
I ««' - «n« I > e : ^asta prendere a^, < */, {X, + p.^, — e) , a^„ > Vs (>^o + f^o + s). 

G-li estremi osoillatorii. 

Anche nello studio delle funzioni è utile considerare i limiti minimo e mas- 
simo. Cosi, per esempio, l' insieme dei valori che una funzione finita f(x) assume 
in (x^x-^-h), escluso x, ammette il limite inferiore X, funzione di h^ che tende 
necessariamente ad un limite X^ quando h tende a zero, perchè non può, decre- 
scendo hj variare senza crescere, pur mantenendosi inferiore al limite superiore 
pr. In modo analogo si definisce il limite massimo (i^. Evidentemente i valori di 
questi limiti (detti estremi oscillatorii della funzione) dipendono unicamente da 
0?, ma possono, a sinistra, differire da quelli di destra. Le funzioni Xq(x) e [to(:rX 
relative, per esempio, alla destra dei valori di x , sono caratterizzate dalle se- 
guenti proprietà: ad ogni numero positivo e corrisponde un numero h, tale che 
per ogni valore di x, preso fra a ed a + h, si ha 

ed in ogni intervallo (a,a-[-h), piccolo quanto si vuole, esistono numeri x' ed 
x" tali che 
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Dopo ciò è facile dimostrare il teorema del § 16» senza servirsi del lemma che lo 
precede (1, 15). Basta osservare phe, quando non esiste il limite (unico) dei va- 
lori di f{x) alla destra di a, è X^<CfJto' ^ ^^ P^^ sempre, dato il numero posi- 
tivo e<jjijj — Xq, prendere x ed x" vicini ad a quanto si vuole, e tali che 

fi'^'X'Ua» + »i.- e) , /•(»")> '/.(X. + ji. + 6) . 

in guisa cioè che risulti \f(x') — f(x")\ > 8. Dunque, se per ogni e è soddisfatta 
la condizione \f(x') — f{^"c")\ <e in un intervallo (a,a-\-h) sufficientemente pic- 
colo, esiste necessariamente il numero f{(i-}-0), uguale al comune valore di 

Dimostrazione del teorema di Cantor. 

Il primo teorema di Weier Strass, quantunque per sé stesso importante, 
si può toglier via dalla serie delle proposizioni fondamentali sulle funzioni, evi- 
tando di servirsene nel dimostrare (I, 29) il teorema di Cantor. Prendiamo le 
mosse dal punto in cui si è giunti a definire, in corrispondenza ad un dato nu- 
mero positivo e, una funzione h(x)^ uguale, per ciascun valore di j;, al mas- 
simo fra i numeri h, tali che per tutte le coppie di numeri x' ed x", presi nel- 
l'intervallo (x — h,x-\-h)^ esclusi al più gli estremi, sia \f(x) — f(x")\<^z. 
Nel medesimo intervallo, esclusi gli estremi, prendiamo il numero x-f-Z, ed os- 
serviamo che la rondizione precedente è soddisfatta in un intervallo, diviso per 
metà da x-{-l^ che ha un estremo coincidente con quello fra gli estremi del 
primo intervallo, che si trova ^jm vicino ad a? + i, d'onde segue h(x -]- ì)^h(x)z:fU 
secondo che l è positivo o negativo. Invece non sempre ciò accade quando si 
prende l'estremo più lontano da x-{-l; ed è poi certo che, se si considera un 
intervallo anche più grande, sempre diviso per metà da x-\-l^ non sussiste più 
quella condizione, altrimenti h{x) non sarebhe il massimo fra i numeri h consi- 
derati. Ne segue h{X'{'l)<h(x)±l^ secondo che l è positivo o negativo. Dun- 
que, in tutti i casi, 

vale a dire che la funzione h{x) è continua. Intanto il secondo teorema di We- 
ierstrasB afferma l'esistenza del minimo valore di h(x)t e questo minimo X 
è positivo^ giacché tali sono tutti i valori di h(x). Ed ora è chiaro che l' inter- 
vallo, di cui si parla nell'enunciato del teorema di Cantor, è appunto 2X, 

Teorema di Hadamard. 

In seguito all'accenno fatto, in fondo al § 9 del terzo capitolo, circa la de- 
terminazione del raggio di convergenza d'una serie di potenze, è utile conoscere 

n 

il seguente teorema *) di Hadamard: sei numeri YlaJ^per n=l,2,3,..., 



*) « Sur le rayon de convergence des séries ordonnées suivant les puissances d'une va- 
riable » (Comptes rendila de l*Académie des sciences de Paris, 1888, p. 259). 
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costituiscono un insieme finito^ il numero inverso del loro limite massimo misura 
il raggio di convergenza della serie a^, + ^i^'f'^«^* + «' Inft^tti, se si rappre- 
senta con — il detto lìmite, ciò significa che le disuguaglianze 
9 

sono soddisfatte, la prima per tutti ì valori di n , superiori ad un certo numero, 
la seconda per taluni valori di n , grandi quanto si vuole. Ora, se nella serie 
data, il cui termine generale è u^=a^x\ si suppone |j;| <p, si può fra \x\ e p 
inserire un numero qp; poi, preso lz=q: \x\ , si ha sempre, a partire da un certo 
valore di n , 



V\uJ = \x\.V]a,\<q<l , |«J<«- . 

e però la serie proposta converge assolutamente, giacche i suoi termini finiscono 
per essere inferiori, in valore assoluto, ai corrispondenti termini della progres- 
sione geometrica convergente 1 +Q' + S'*'I'"« Invece, se |x| >p, si può pren- 
dere 2'=;1: \x\ , e non si cesserà mai d'incontrare valori di n, per i quali si avrà 

i/KJ=kiy[7j>i , i«j>i . 

Ne segue, in questo caso, che la serie non è convergente, perchè la condizione 
limt<„ = 0, necessaria per la convergenza, non può essere soddisfatta. Dunque p 
è il limita superiore dei valori di \x\ , per i quali converge la serie considerata. 
Si noti, per finire, che, per avere p = oo, è necessario e sufficiente che il limite 

n . 

massimo (e per conseguenza anche il limite mìnimo) di |/ 1 a^ | sia nullo. Dun- 



que in lim |/| a^ I =0 sta quanto occorre e basta affinchè la serie 
sia convergente per tutti i valori di x. 



4e 



Minimi e massimi delle funzioni. 

La discussione dei minimi e dei massimi (111,25) delle funzioni d^nna va- 
riabile si potrebbe più semplicemente esporre alla fine del secondo capitolo, 
fondandosi sul teorema di T Hospital, che dà 

,.f{ x)-na) _f"'\a) 

Jim 7 —r- = ; , 

«=» (X — a) ni 

nell'ipotesi che a sia una radice (n — l)"**^ di /"(a?). 

Per le funzioni di più variabili vogliamo far notare che la seconda parte 
della dimostrazione data nel § 11 del quarto capitolo è inaccettabile. Per inten- 
der bene T obiezione che si può fare si consideri una funzione di due variabili 
(x=: a -\- r coB^ , y =Lb -{- r BGub) ^ i cui valori intorno al punto (a, 6) dipendono, 
per conseguenza , da r e da 6. Se , per un dato valore di , la funzione ha un 
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nurniiDO in (d,ft), ciò vuol dire che f(ci'^h)^f{x^y) per quel valore di 6 che 
si considera, e per tutti i valori di r compresi in un certo intervallo ( — pjp\ 
Questo numero positivo p è ben determinato per ciascun valore di se si con- 
viene di attribuirgli il più gran valore possibile. Al variare di fra e fv 
(escluso un estremo), varia, in generale, anche p, e la corrispondente coppia di 
punti (azbpcosO , ò + psenO) descrive una curva chiusa, tale che neir interno 
di essa si ha sempre /"(«,6)^/'(ar,y), mentre all'esterno, in punti vicini al con- 
torno quanto si vuole, fix^y) diventa inferiore ad f(a,b). Ciò premesso, se la 
funzione p, come accade ordinariamente, raggiunge un valor minimo A|/2, si 
ha certamente /'(a, ò)^/'(a;,y) tutte le volte che \x — CL\^h,\y — &|^/*. Al- 
lora la funzione fix^y) ha un minimo nel punto (a,ò). Ciò non accade, invece, 
se i valori di p hanno semplicemente un limite inferiore nullo ^ perchè, dato h 
arbitrariamente piccolo, basterà prendere sufficientemente vicino a quel va- 
lore, intorno a cui (1, 11) il limite inferiore di p è sempre 0, per poter rendere 
p</«[/2; ed allora, prendendo r'^p^ si dovranno trovare valori di a; e di y, 
tali che, pur essendo \x — a\^hj\y — 6|^/*, si ha /*(a;,y)</*(a,&). 






Cuspidi e flessi nel polo. 

Nella ricerca dei punti d* inflessione d' una curva piana , rappresentata in 
coordinate polari, abbiamo esclusi (VI, 24) ì valori di che annullano r insie- 
me ad r* + 2r' — rr'\ perchè annullano anche r', e per conseguenza r* -j- *" » 
dimodoché non si sa dire che cosa diventa la curvatura. Anzi, in generale, è fa- 
cile constatare che questa, invece di tendere a zero, cresce oltre ogni limite, sic- 
ché si ha una cuspide invece d'un flesso. Per sapere, dunque, se il polo è un 
punto d' inflessione , bisogna porre uguale a zero V espressione completa della 
curvatura, e non il solo numeratore ; o pure discutere direttamente Y andamento 
della curva intorno al polo. Supponiamo che r si annulli per = 6^ , ed in vi- 
cinanza del polo consideriamo, sulla curva, un punto, le cui coordinate rispetto 
alla tangente ed alla normale nei polo siano a7 = rcos(6 — 6,),3^ = rsen(6 — 6^). 
Applicando il teorema di l'Hospital, per tendente a Og, si ottiene 

a;« rcos*(e-e,) ^, ,. r 

p = hm^==hm ^^^^^^^^^^ =V.l>m^^^ = V.r , 

dove / s'intende calcolato per O^O^. Del resto anche la nota espressione di p 
si riduce, per r = ed r'^0, a p = ^/^r\ Dunque, se la funzione r si annulla 
insieme ad r per 6 = Oo, si ha p = 0. Per avere un punto d'inflessione biso- 
gnerebbe invece che fosse r = co. 

Sulla torsione delle curve. 

Il calcolo della torsione si può eseguire in modo simile a quello che ci ha 
condotti (VII, 10) alla formola 



p^\dsds)~^\dsds)'^\dsds) * 



Infatti dalle 



d dx 
' ds ds 
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p '^ds ds 



V 



d^d^ 
'ds ds 



ecc. 



si deduce, derivando, 

ds p \p x,/ p "^ ds ds d» ^ 
poi , quadrando e sommando, 

• \ds pl'^\p^'^l^V~^\dsdsds)'^\dsdsds)'^\d$ds^ 

A questa formola, che permette di calcolare ^ quando è noto p , si giunge an- 
che elevando al quadrato la formola (17) del § 11 , dopo aver messo il secondo 
membro sotto la forma più generale 

dx d dx d d dx 



ds 


ds ds 


ds ds ds 


dy 
ds 


d dy 
ds ds 


d d dy 
ds ds ds 


dz 


d dz 


d d dz 


'E 


ds ds 


ds ds ds 



Dunque 



come sempre (V, 11, e) si può. 

Un altro elemento utile per la discussione delle curve storte è la torsione 
sferica^ immaginata da Demartres. Essa è misurata dal rapporto a ds del- 
Yangolo d^ di due sfere oscuìatrici infinitamente vicine. Se ^ è il raggio della 
sfera osculatrice, e do Telemento della linea dei centri , si trova subito 

da'^^dSi^ + Sl'dy . 
Intanto (VII, 20, 23) enoteche d(7=-'Y.ds ,SldSl = y,xAp, dove 

d^_7(,p _ 1 dìogSi 
ds'^^'^T dìogp ' 

Sul calcolo delle curvature d'una superficie. 

Nelle formolo date in fine del § 28 deirottavo capitolo le derivazioni si sup- 
pongono fatte rispetto alle variabili indipendenti x ed y^ trattando z come 
funzione delle variabili stesse. Eappresentiamo con 2,m,», per comodo di scrit* 
tura, i coseni direttori della normale alla superficie, ed osserviamo che, se invece 
di z si considera, per esempio, y come funzione delle altre due coordinate, una 
derivata parziale rispetto ad x ha generalmente valori differenti nelle due ipo- 
tesi. D'altra parte è chiaro che nelle espressioni delle curvature è lecito sosti- 
tuire z &d y^ come variabile indipendente^ e simultaneamente » ad m. Orbene 
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è faoìle spiegarsi oiò tenendo conto del nuovo òignificato delle derivate parziali. 
Infatti, se si distinguono n^edianté parentesi le derivate rispetto alla coppia di 
variabili indipendenti ^ e jer, si ha ' 

e però 



:+-=e)-^KI)+-(l")i=(£) + (S) 



si trova 



Slmilmente 

ò(x,y) «3((x,0))' 

quindi, eliminando le derivate di m mediante le condizioni 

,ì? , 9w , òn . .az , dm , 3» ^ 

S'orinole di Rodrigue. 

La condizione (YIII, 36) perché il punto (x^y^a) generi una linea di cur- 
vatura, sopra una data superfìcie, si può immediatamente scrivere esprimendo 
che il piano normale alla lìnea considerata deve (Vili, 15, a) coincidere col piano 
rettificante d^una sviluppata di questa linea, le cui tangenti sono normali alla 
superficie, sicché si deve avere 

dx dy de 

di dm dn ' 

Son queste le formale di Rodrigue^ che si riducono ad una sola se si tien conto 
della condizione di perpendicolarità ìdx'\-mdy-^ndz=!:0. Inversamente, quando 
le relazioni precedenti sono soddisfatte, si ha pure 



l dì dx 
m dm dy 
n dn da 



= , 



vale a dire (Vili, 9) che la normale alla superficie genera una sviluppabile, e 
però il punto (jc^yyS) si sposta lungo una linea di curvatura. É poi facile vedere 
che il comune valore dei precedenti rapporti rappresenta, a prescindere dal se- 
gno, il corrispondente raggio principale di curvatura. Finalmente dalle formolo 
di Bodrigue si passa alla condizione ottenuta nel citato paragrafo differen- 
ziando Z = — np,9n = — wg', ed osservando che di '\- pdn ^ dm -{- q^dn ^ e per 
conseguenza anche dx -\- pdjs , dy 4* ^^^^ ^^^^ proporzionali a dp , dq. 
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Forinola generale di Stirling. 

La forinola di Stirling (III, 18, &), che permette di calcolare n! quando n 
è molto grande, si può dedarre dalla formola più generale 

r(x)=y2T:x *c *«*, (1) 

supponendo x uguale ad un numero intero n, ed osservando che »! = tsr(»). i 
Per dimostrare la (1) si parta dalla nota (III, 26, t) eguaglianza 

n=:«e 

logr(x) = — Ioga? +^(x\o^n — (a? — l)log(n — 1) — log(a: + n — 1)) , 
e se ne facciano sparire i logaritmi, nel secondo membro, mediante la formola 
-^^ = fdxie-"dt = l(e-'-e-")j . 

1 * 1 . *0 

Si trova subito 

ìogr(x)=^f j(x-i)g--'- ^"^'-ir' jj ; (2) 

poi, integrando fra a: ed a?+ 1 » ^ ricordando (IX, 10, h) la formoìa di Raahe^ 



Il secondo membro si può spezzare in 

/K— T^)«-+(m)'-"il+i/(«--.-)f 



Dunque 
(.- l)log.-. + log|/2^=/](.- 1 - ^).-'+(Ì4- i-)e-" jl . 



Ora la (2) diventa 
logr(x)==(a;- Ijlogo; -a;+logK2^+J (^-L^-Ì--l)e--'y . 



Intanto, se si prende n= 1:(1 — e'^) nelle note (III, 18, li) disuguaglianze 

i<(„_l),„g_^^<i+__A___. 

si trova 

^ 1— e"' t 2 ^ 12< ^12 ' 
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e p«r conseguenza si può scrivere 



J (rr7=^"^T-"T)''*V""i2j'" 



12x ' 

' 0. 

rapjDresentando con 6 nn nnmero compreso fra ed 1. Dunque 
log r{x) = f a? — Y jloga? — a? + log )/27r + -— - . 
Passando dai logaritmi ai corrispondenti numeri si trova la formola (1). 



CORREZIONI ED AGGIUNTE 



Pag. 15, linea 8, dal fondo» invece di gli stessi limiti, inferiore e superiore ^ leggere lo stesso 

limite, inferiore o superiore. 
» 30« linea 12 (non 11) invece di destro o sinistro^ leggere destro e sinistro. 
» 34, in fondo: non è necessario ricorrere alle derivate logaritmiche per dimostrare la regola 

della derivazione d*un prodotto di n funzioni yz=uvu) Ammesso il teorema per 

Yi — 1 fattori , basta scrivere y'= u\vw ) + m (f «> )'i ecc. , per estenderlo al 

caso di n fattori. 
» 35, §7: la regola per la derivazione d'un quoziente y =3 u: v si può dedurre da quella per la 

derivazione d'un prodotto scrivendo 

, , , . , u' V* ru'— Mt)' 
u^vy , u'«i>y + ry' , y«--- — y= -, — ; 

ma prima bisogna far notare che la derivata del prodotto di due funsioni non esiste 
quando una sola di queste funzioni ha la derivata per valori della variabile indipen- 
dente, che non annullano la funzione stessa. Dopo ciò si può affermare che, ammessa 
resistenza di u' e v', e supposto v^O, esiste anche y'; ecc. 

D 40, linea 12, dopo intervallo inserire (a ,6). 

» 44, § 16: per intender bene la differenza tra crescente in un intervallo e crescente intomo 

ad un valore della variabile indipendente, basti T esempio della funzione — , che si 

deve chiamar crescente a destra dello zero, qualunque valore le si assegni per d?=0, 
mentre è decrescente in ogni intervallo (0 , /i), escluso l'estremo inferiore, per quanto 
piccolo sia h. 
D 49 (§ 27, d). Si aggiunga, come esempio, f{x) sa «sen logd^, e si osservi che 

sen Xogco =ss )/2 sen (*/< tt + logj) , 

sicché, non potendo sen'(*/4T+log5) superare Ve» ^i sono sempre in (0,/i), per 
quanto piccolo sìa /i, infiniti intervalli, costantemente evitati da S: essi appartengono 
alla successione {q , g') , (g», q}) , (g*, g') , • . • , dove logg = — */« t. 

)> 53, linea 2, invece di un altra leggere un'altra» 

» 85, » 23, con le parole di grado inferiore ad n si vuole intendere: il cui grado sia, al 
più^ n — 1. 

» 90, sulla figura: la freccia, nel punto 3, deve partire da 2 e non da 1. 

» 125, linea 10, invece di (IH, 12) leggere (IH, 10). 

» 129, ì> 9, dal fondo, invece di dy leggere Dy. 

» 133, » 15, dopo continue mettere una virgola. 

» 167, » 10, dal fondo, invéce di ipoo leggere ±oo. 

» 250, » 3, invece di +oo mettere, dappertutto, ±oc. 

» 254, » 15, invece di divisione leggere discontinuità. 
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Pag. 257 (9 10, /). Agli esempii d' integrazione diretta ci piace aggiungerne uno, dovuto a P o u - 
rier {Oeuvres, 1. 1, p. 402). Supponendo conosciuta la formoia 

sen a? + Vssen 3j7 4- 1 /jsen 5a7 + ... = » /< ^ • (— Ir*"* i 

se si divide (0,oo) in infiniti intervalli, il primo dei quali abbia la grandezza ft, e gli 
altri una grandezza doppia, si ha 



/sena? 



— Ar=lim(8en/i+*/38en3/i4-*/58en5^+ )='/«t— lim8en?i='/tir 

dof 



288, linea 8, dal fondo, mettere un J* innanzi a . , i . 

313, » 6, sotto il terzo segno integrale, invece di J^" leggere y^" . 
319, » 1, in principio manca jj. 

333, sulla figura, si legga «f "g" • 

349 (§ 6, a). Ai risultati qui ottenuti si giunge molto più rapidamente mercè Tuso delle coor- 
dinate polari. Infatti si vede subi to (VI , 9) che l'equazione da integrare è r'=rcot25, 
o r'=— rtg20; quindi r =» a (/sen2Ó , o raaaj^cos20. È poi da notare che due 
lemniscate qualunque, prese nelle due famiglie, si tagliano, fuori, del polo, ad an- 
golo retto. 

375, alla fine del 9 17, si suppone che si vada in cerca di super/Scie tangenti ai piani dati ; 
ma si noti che esistono sempre infinite linee soddisfacenti alle medesime condizioni, 
anche quando non è soddisfatta la (19). Infatti Peliminazione di x fra la (17) ed ud;. 
relazione arbitraria (f{x ^y,s) = conduce ad un*equazione di/ferenziale del primo 
ordine fra due variabili, e questa ammette sempre una semplice infìnitA di integrali. 

378, linea 3, dal fondo, si sottintende che T integrazione a cui si accenna dev*esser fatta trat- 
tando f come costante. 

383, linea5: Tequaslone differenziale qui scritta si deduce da quella citata (XI, 7, e) cam- 
biando a? in Tra— «y ed y in 2a—y. 
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